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‚ ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА 

Предлагаемая вниманию читателей книга Дж. Бендата и 
А. Пирсола посвящена применению методов корреляционного и 
спектрального анализа к исследованию одноканальных и мно» 
гоканальных систем, па вход которых поступают случайные 
процессы. Основное внимание уделяется задачам идентифика- 
ции трактов распространения случайных сигналов, определе- 
ния местонахождения одного или пескольких источников сиг- 
налов и оценки их вклада в суммарный наблюдаемый выходной 
сигнал. Излагаются способы оценивания частотных характери- 
стик таких систем. Описанные в книге методы можно с успе- 
хом использовать не только в указанных авторами областях, но 
и при решении аналогичных задач в геофизике, океанологин, 
биологии, медицине и т. п. 

Книгу отличает ее практическая направленность. Это нахо- 
дит отражение как в характере изложения, так и в подборе ма- 
териала. Как правило, после краткого изложения теоретических 
результатов на большом числе примеров показывается, как эти 
результаты следует применять. В книге даются рекомендации 
по эффективному использованию описанных методов и правиль- 
ной интерпретации полученных данных. Большое виимание уде- 
ляется исследованию погрешпостей, неизбежных при анализе 
случайных по своей природе дапных. Значительный интерес 
представляет гл. 10, посвященная вычислительным аспектам 
рассматриваемых в книге задач, в том числе машинному мо- 
делированию спектральных матриц, необходимых для имитаци- 
ониого моделирования одномерных и многомерных процессов, 
которые в свою очередь применяются как входные сигналы при 
нзучении реакции различных конструкций. 

° Изложение не отличается математической строгостью. Чита- 
тель, желающий ознакомиться с достаточно строгим, но в то же 
время не оторванным от приложений описанием используемых 
в книге понятий теорни случайных процессов, может обратить- 
ся к известной монографии Б. Р. Левина «Теоретические осно-
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вы статистической радиотехники» (М., Сов. радио, 1974—1975) 
или к книге С. А. Ахманова, Ю. Е. Дьякова и А. С. Чиркова 
«Введение в статистическую радиофизику и оптику» (М., Наука, 
1981). Это поможет определить границы применимости развитых 
в книге методов. 

Данная монография не исчерпывает всего многообразия под- 
ходов к решению задач такого рода; в частности, совершенно 
не упоминаются параметрические методы, но не вызывает со- 
мнения, что она окажется полезной широкому кругу специали- 
стов, использующих в своей работе методы корреляционного и 
спектрального анализа. 

Академик АН УССР И. Н. Коваленко



ПРЕДИСЛОВИЕ 

Со времени выхода в свет в 1971 г. нашей предыдущей кни- 
ги (см. перевод: Бендат Дж., Пирсол А. Измерение и анализ 
случайных процессов. — М.: Мир, 1974) методы корреляцион- 
ного и спектрального анализа получили широкое применение 
при решении инженерных задач. Это обусловлено в первую 
очередь появлением сравнительно недорогих вычислительных 
устройств, способных быстро производить расчеты, а также раз- 
работкой новых идей в области численного моделирования и ин- 
терпретации результатов анализа, которые сделали возможным 
решение многих сложных задач. Материал, изложенный в этой 
монографии, является дополнением к теоретическим основам 
и методам обработки данных, приведенным в упомянутой выше 
работе; здесь рассмотрены практические вопросы и инженерные 
приложения методов корреляционного и спектрального анали- 
за, причем эта книга никоим образом не заменяет предыдущей 
монографии. Содержащиеся в ней результаты получены в ос- 
новном при осуществлении различных проектов частных и го- 
сударственных предприятий, с которыми мы были связаны с 
1971 г. Подготовке книги способствовали также курсы лекций, 
которые авторы прочли в США и ряде стран Европы. 

В связи с характером наших исследований основной нллюст- 
ративный материал, приведенный в книге, касается приложений 
теории колебаний, акустики, гидродинамики и теории иденти- 
фикации систем для решения различных задач авиации и кос- 
монавтики, автомобильного и железнодорожного транспорта, 
контроля промышленных шумов, гражданского строительства 
и океанографии. Однако развитые здесь принципы и методы по- 
лучили широкое применение н в других областях, в частности 
в биомедицине и при анализе временных рядов в экономике. 

При написании книги мы стремились дать читателю, в рас- 
поряжении которого имеются вычислительная техника и комп- 
лексы программ, необходимые для оценивания спектральных и 
корреляционных функций, ответы на следующие важные вопро-
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сы. 1) Какими данными необходимо располагать? 2) В чем за- 
ключаются основные задачи анализа и как их решать? 3) Ка- 
кие именно функции нужно вычислять? 4) Как свести к мини- 
муму систематические и случайные ошибки оценок? 5) Как 
правильно интерпретировать полученные результаты и понять 
их физический смысл? Ответить на эти вопросы можно, овла- 
дев искусством анализа реальных данных и физических систем, 
а также изучив математическую теорию, позволяющую предска- 
зать результаты анализа идеальных данных и систем. Нам хо- 
телось, чтобы эта книга послужила мостом для перехода от 
теоретических результатов, полученных с помощью различных 
аналитических моделей, к решению конкретных инженерных за- 
дач; с этой целью мы включили в нее детальное обсуждение 
целого ряда практических примеров. 

Подход на основе корреляционной теории случайных про- 
цессов сопоставляется здесь с методами, основанными на оце- 
нивании спектров, функций когерентности и фазовых характе- 
ристик, что позволяет выявить наиболее существенные особен- 
ности этих двух типов анализа. Такое сопоставление дает воз- 
можность выбрать в каждом конкретном случае наиболее це- 
лесообразпый способ решения и определить, какие именно дан- 
ные необходимо собрать. Разумный инженерпый подход при 
анализе данных наблюдений играет принципиальную роль осо- 
бенно при выборе длины реализации и других параметров с 
целью минимизации систематических и случайных ошибок ис- 
комых оценок. Для лучшего понимания н большей надежности 
выводов, получаемых в результате анализа результатов наблю- 
дений, этим вопросам нужно уделять максимум внимания. 

Предполагается, что читатель знаком с основами анализа, 
рядами Фурье и теорией функций комплексного переменного. 
Кроме того, считается, что читатель знает, что такое частот- 
ная характеристика линейной системы, и знаком с основными 
понятиями Теории вероятностей и математической статистики. 
Однако для большей полноты в первых двух главах книги да- 
ется краткий обзор этих вопросов. Основные принципы корре- 
ляциониого и спектрального анализа наблюдений изложены в 
гл. 3. Традиционные методы анализа одномерной линейной сн- 
стемы н методы оценивания ее характеристик детально описа- 
ны в гл. 4 и 5. Здесь рассмотрены обычные функции когерент- 
ности, когерентные спектры, влияние обратной связи и помех 
на входе и выходе системы на оценки параметров, использо- 
вание зондирующих сигналов и методы оценивания частотных 
характеристик. 

Главы 6 и 7 посвящены задачам, связанным с оцениванием 
времени запаздывания и фазовых сдвигов. В гл. 6 описаны спо- 
собы идентификации трактов и скоростей распространения сиг-
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нала в дисперсных и бездисперсных системах по наблюдениям 
над входным и выходным процессами или только по данным 
о процессе на выходе системы. В гл. 7 рассмотрены аналогич- 
ные вопросы для системы с одним входным и несколькими вы- 
ходными процессами, причем наблюдаемыми являются только 
процессы на выходе. Полученные здесь результаты используют- 
ся для решения задачи идентификации источников энергии и 
оценивания частотных характеристик системы. 

Главы 8—10 посвящены методам анализа многомерных си- 
стем и примепениям функций частной и множественной коге- 
рентности. Принципиальные положения, относящиеся к систе- 
мам с одним или несколькими процессами на выходе, изложены 
в гл. 8. Важная задача идентификации источников энергии, по- 
ступающей в многомерную систему с коррелированными и не- 
коррелированными входными процессами, рассмотрена в гл. 9. 
Практические соображения относительно роли взаимодействия 
между измерениями входных процессов и влияния ревербера- 
ции в системе иллюстрируются рядом примеров. В гл. 10 опи- 
саны эффективные алгоритмы цифрового анализа наблюдений- 
Соотношения между характеристиками многомерных систем с 
произвольным числом входов, полученные в этой главе, под- 
робно рассматриваются вначале на примере системы с двумя 
входными процессами. Здесь же предложен метод моделирова- 
ния спектральной матрицы с заданными элементами, описыва- 
ющими спектры и взаимные спектры процессов в многомерной 
системе произвольной размерности. 
'’ В заключительной главе (гл. 11} приведены результаты, от- 
носящиеся к погрешностям оценок спектров, функций когерент- 
ности, частотных характеристик и других связанных с ними 
функций, которые подлежат оцениванию при анализе одномер- 
ных или многомерных систем. Ошибки оценок вероятностных 
и корреляционных функций рассмотрены в гл. 2 и 3. Эти про- 
стые в применении формулы показывают, какие исходные дан- 
ные нужны для получения искомых экспериментальных резуль- 
татов и каким образом следует оценивать и интерпретировать 
эти результаты. | 

Книга рассчитана прежде всего на инженеров и научных ра- 
ботников, но ее можно использовать и при проведении семинар- 
ских занятий с чтением курсов по отдельным главам книги и 
последующим самостоятельным изучением соответствующих 
вопросов. Для лучшего понимания материала следует органи- 
зовывать практические занятия по сбору и анализу данных. 
Это поможет слушателям правильно подходить к решению 
конкретных инженерных задач, научит строить эффективные 
схемы анализируемых систем и учитывать точность оценивания 
нскомых характеристик. Таким образом, книга может быть ис-
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пользована как полезное руководство студептами-старшекурс- 
никами, которые специализируются в областн корреляционного 
и спектрального анализа данных наблюдений, а также препо- 
давателями в их исследовательской работе. 

Хочется выразить признательность нашим друзьям во мно- 
гих странах за разрешение участвовать в проводимых ими при- 
кладных исследованиях, за поддержку наших семинарских за- 
нятий и участие в них. Все это во многом способствовало на- 
писанию данной книги. Мы особенно благодарны нашему секре- 
‘тарю Конни Миллер за ее неустанную помощь при подготовке 
‘рукописи и Ингрид Салазар за работу по оформлению книги. 

Джилииус С. Бендат 
Аллан Дж. Пирсол 

„Лос-Анджелес, Калифорния 
январь 1980



Глава | 

ВВЕДЕНИЕ 

Физические явления, которые рассматриваются в инженер- 
ных задачах, описываются, как правило, функциями времени, 
называемыми реализациями процесса. При этом ордината реа- 
лизации может представлять различные величины в зависимо- 
сти от изучаемого явления (например, путь, скорость, ускоре- 
ние, давление, угол, температуру и т. п.). Аналогичным образом 
абсциссой может служить любая другая независимая перемен- 
ная (например, относительное время, пространственная коорди- 
ната, угловое положение и т. п.). Существуют физические явле- 
ния, будущее поведение которых с вполне приемлемой точ- 
ностью можно предсказать па основе физических соображений. 
и (или) по данпым прошлых наблюдений, например усилия, 
развиваемого несбалансированным вращающимся колесом, по- 
ложения спутника на околоземной орбите или реакции соору- 
жения на ступенчатую нагрузку. Такие явления называют де- 
терминированными; методы анализа соответствующих им реа- 
лизаций хорошо известны. Однако многие явления, с которыми 
приходится сталкиваться в инженерной практике, недетермини- 
рованы, и каждая серия измерений дает свою специфическую 
реализацию процесса, которая вряд ли повторится в будущем и 
которую нельзя предсказать с достаточно большой точностью. 
Эти процессы и порождающие их явления пазываются случай- 
ными. 

Данная книга посвящена общим проблемам интерпретации 
и применения результатов анализа случайных процессов преж- 
де всего с помощью корреляционных и спектральных функций. 
Настоящая вводная глава представляет собой краткий обзор! 
предмета, содержащий описание основных свойств случайных 
процессов, рядов и интегралов Фурье и частотных характерис- 
тик физических систем. Более детальное изложение этих вопро- 
сов содержится в литературе, цитированиной в конце главы. 

11. Характеристики случайных процессов 

Как было только что сказано, физические явления и порож- 
даемые ими процессы называются случайными, если будущее 
поведение реализации, полученной в результате эксперимента,
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нельзя предсказать с точностью, лежащей в пределах ошибок из- 
мерения. Такая реализация представляет лишь одно событие из 
множества событий, которые могли бы осуществиться при дан- 
ном эксперименте. Для того чтобы получить полное представ- 
ление о процессе, нужно исходить из свойств всего ансамбля 
реализаций, соответствующих изучаемому процессу (рис. 1.1). 
Случайный процесс {х(Г)}, описывающий изучаемое явление, 
задается именио ансамблем его реализаций х:(Г), #=1, 2, 3..... 

1.1.1. Стационарные процессы 

Средние характеристики процесса {х(#)}, заданного ансамб- 
лем его реализаций, можно определить для любого заданного 
момента времени Й путем усреднения по ансамблю. Например, 
среднее значение н среднее значение квадрата процесса в мо- 
мент В определяются как (более подробно см. в гл. 2) 

N 
. 1 выйти Уж) (1.1) 

1 № 

als —_ 13 2 отн 3,20 (12 

тк (2) 

  

  

    
Рис. 1.1. Ансамбль реализаций случайного процесса.
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Среднее произведение значений процесса в моменты В и &-т, 
называемое ковариационной функцией при сдвиге т, задается 
формулой (более подробно см. в гл. 3) 

м 

Rex yt) lim у Ух) м9. (1.3) 
i=] 

Подобным образом можно определить сколь угодно много сред- 
них характеристик более высокого порядка. В общем случае, 
когда одно или несколько таких средних значений меняются с 
изменением момента #, процесс называется нестационарным. 
Если же все средние значения не зависят от момента 4, то слу- 
чайный процесс называется стационарным. Средние характерн- 
стики стационарного процесса для любого момента времени 
можно определить путем усреднения по ансамблю реализаций 
только в момент ЦВ. 

1.1.2. Эргодические процессы 

Средние характеристики почти любого стационарного про- 
цесса, найденные усреднением по ансамблю в момент В, сов- 
падают с соответствующими средними величинами, вычислен- 
ными путем усреднения по времени в пределах одной реализа- 
ции. Так, например, средние значения, заданные уравне- 
ниями (1.1) — (1.3), в большинстве случаев можно вычислять 
по формулам 

г 
. Ес 

ит х (0 4, (1.4) 

| Т 

о 2 elim р | (04, (1.5) 
Т 

Ree (t) = т = хо dt, (1.6) 
“а 

где х(Ё) — произвольная реализация, принадлежащая ансамб- 
лю {х(Ё)}. Это утверждение вытекает из эргодической теоремы 
[1.1, 1.2], согласно которой в случае стационарного процесса 
средние характеристики, найденные усреднением по времени в 
пределах различных реализаций, совпадают друг с другом и с 
соответствующими средними, определенными путем усреднения 
по ансамблю реализаций в произвольный момент времени f.
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Теорема справедлива, если выполняется условие 

т 

Vl Ree (tnt | at —> 0 при Т —> <<. (1.7) 

=f 

На практике условие (1.7) нарушается обычно в тех случаях, 
когда процесс содержит периодические составляющие. Условие 
(1.7) служит достаточным, но не необходимым условием эрго- 
дичности, и поэтому к усреднению по времени можно часто при- 
бегать даже при наличии периодических компонент или при 
других обстоятельствах, ведущих к невыполнению (1.7). В та- 
ких случаях нужно просто с большей осторожностью говорить 
о совпадении средиих характеристик, определенных усреднени- 
ем по времени в пределах различных реализаций. 

1.1.3. Достоверность оценок 

Число реализаций при вычислении параметров усреднением 
по ансамблю или длина реализации при анализе путем усред- 
нения по времени всегда конечны. Это означает, что переход к 
пределу при №М—+со в уравнениях (1.1)—(1.3) или при Т—со 
в уравнениях (1.4)— (1.6) практически неосуществим, и, следо- 
вательно, можно получать лишь некоторые оценки искомых 
средних характеристик, а не их истинные значения. Ошибки 
оценивания за счет конечности объема выборки имеют важное 
значение для интерпретации и практического применепия ре- 
зультатов анализа. Поэтому в данной книге большое внимание 
уделено выволу формул, определяющих ошибки оценок лара- 
метров, которые чаще всего встречаются в практических зада- 
чах. Наиболее важные формулы обсуждаются в гл. 1 ив 
разд. 2.4 и 3.4. 

Следует подчеркнуть, что приведенные здесь формулы опи- 
сывают ошибки за счет выборочной изменчивости оценок, по- 
лученных при анализе рядов наблюдений конечного объема. Су- 
ществуют и другие типы ошибок, которые могут возникать в 
процессе сбора и численной обработки данных набяюдений 
(например, ошибки измерения и калибровки, ошибки при запи- 
си на магнитную ленту и (или) передаче данных, ошибки пере- 
вода данных из непрерывной формы в дискретную и при пред- 
варительной обработке информации). Все эти потенциальные 
источники ошибок обязательно нужно иметь в виду и тщатель- 
но контролировать или по возможности учитывать их влияние 
на исходную информацию при помощи соответствующих мето- 
дов калибровки. В дальнейшем предполагается, что погрешно- 
сти подобного рода учтены или исправлены, так что исходные
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реализации с достаточной точностью описывают изучаемые фи- 
зические явления. Более подробное обсуждение ошибок, кото- 
рые могут возникнуть в процессе сбора и предварительной 
обработки исходных данных, содержится в гл. 7 работы [1.3]. 

1.1.4. Другие практические соображения 

На практике всегда стремятся спланировать эксперимент 
таким образом, чтобы анализируемый процесс можно было счи- 
тать стационарным; это вполне понятно, так как методы ана- 
лиза нестационарных процессов отличаются заметно большей 
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Рис. 1.2. Ансамбль пульсаций давления в аэродинамической трубе. 

сложностью. В лабораторных условиях стационарности про- 
цесса можно добиться, просто сохраняя неизменными условия 
эксперимента. Например, при изучении давления, создаваемо- 
го потоком на внутренней поверхности аэродинамической трубы, 
стационарный характер процесса можно обеспечить, поддержи- 
вая постояяными скорость, плотность и температуру потока в 
каждом эксперименте. На рис. 1.2 приведены три реализации 
такого процесса, полученные при одинаковых условиях. Ста- 
ционарность и эргодичность процесса очевидны. 

Часто постоянные условия и, следовательно, стационарный 
характер данных нетрудно обеспечить и при экспериментах, 
проводимых в полевых условиях. Существуют, однако, исклю- 
чения. К ним относятся такие ситуации, когда по характеру экс- 
перимента поведение изучаемых объектов зависит от времени. 
Примерами могут служить колебания акустического давления 
в приземном слое атмосферы, создаваемые пролетающим само- 
летом, или вибрации космического корабля во время запуска.
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В таких случаях эксперимент можно новторить и получить ан- 
самбль реализаций, с достаточной полнотой описывающий ис- 
следуемый нестационарный процесс. Второй, более сложный 
тип исключений наблюдается в тех случаях, когда основные 
параметры процессов, описываемых данными наблюдений, оп- 
ределяются природой и не могут управляться экспериментато- 
ром. Сюда можно отнести, например, морское ветровое волне- 
ние и колебания скорости ветра. Реализация нестационарных 
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Рис. 1.3. Пример реализации нестационарного процесса: пульсации скоро- 
сти ветра. 

порывов скорости ветра показана на рис. 1.3. В такой ситуации 
нет возможности выполнить серию экспериментов и получить 
пригодный для анализа ансамбль реализаций. Здесь прихо- 
дится просто пользоваться тем, что есть. При анализе таких 
данных обычно выбирают из имеющихся реализаций квазиста- 
ционарные участки, длина которых достаточно велика для по- 
лучения статистически разумных результатов при данных ус- 
ловиях эксперимента. Иногда можно воспользоваться какими- 
либо нестационарными моделями, представляющими исходный 
процесс в виде суммы стационарного случайного процесса и не- 
стационарных детерминированных компонент. Подобные мето- 
ды и ряд других приемов анализа нестационарных процессов 
рассматриваются в гл. 10 работы '[1.3]%. 

Данная книга посвящена прежде всего проблемам, связан- 
ным с анализом стационарных процессов и интерпретацией по- 
лученных при этом результатов. Однако здесь рассмотрен и 
один тип нестационарных процессов — переходные процессы, 
которые обусловлены кратковременно существующими неста- 
циоиарными явлениями, имеющими четко выраженные начало 
и конец. Соответствующий пример приведен на рис. 1.4, где 
показан ансамбль реализаций ускорений, возникающих при 
ударной нагрузке на сооружение. Как будет показано в разд. 

1) См. также книгу: Бевдат Дж.. Пирсол А. Измерение и апализ слузай- 
ных процессов. — М.: Мир, 1971. — Прим. перев.
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41.2, данные такого типа можно анализировать и интерпрети- 

ровать практически на основе тех же методов, которые приме- 

няются в стационарном случае. 
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Рис. 1.4. Пример ансамбля реализаций переходного процесса: реакция соору- 
жения на ударную нагрузку. 

1.2. Ряды и преобразование Фурье 

Разложение в ряд Фурье и преобразование Фурье имеют 
принципиальное значение для разработки и применения мето- 
дов анализа, которым посвящена эта книга. Поэтому здесь при- 
ведены некоторые важнейшие соотношения из теории рядов 
Фурье и преобразования Фурье. Более подробные сведения мож- 
но найти в многочисленных учебниках, посвященных этому во- 
просу. 

1.2.1. Ряды Фурье 

Пусть х(Р) — периодический процесс, имеющий период Т. 
Тогда при любом значении # справедливо равенство 

х(=х(Е+ АТ), Ё=1,2,3,.... (1.8) 

Фундаментальная частота } определяется как 

= 1ИГ. (1.9) 

2—56!
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Такие периодические процессы можно, за немногими исключе- 
ниями, разложить в ряд Фурье, т. е. представить в виде 

x(Q=B+ > (a, со 21-Е В, и 2лЁ, (1.10) 
k= | 

где 

ВЕРНЕТ, #=19,3,.... 
Таким образом, процесс х({Р) описывается суммой синусоид и 
косинусоид, частоты которых меняются дискретно с шагом 'АР= 
=}. Коэффициенты ак и фк определяются следующими интег- 
ралами, взятыми по интервалу длиной Т (например, от —Т/2 
до +-Т/2 или от 0 до Г): 

Г 

a, == | x(t)cosQnf,tdt, k==0,1,2,..., (1.11) 
0 

т 
b= | хол, В=1,9,3,.... (1.12) 

ь 
Заметим, что 

T 
| 

ToT x(f)df=un,, (1.13) 

0 

где их -—— среднее 3HayeHHe mpouecca x(t). Ypaspnenun (1.10)— 
(1.13) хорошо известны, и их легко переписать в несколько 
иной форме, заменив циклическую частоту [ на круговую часто- 
Ту «=2я] (так что 4%=2ха?). Однако в дальнейшем мы всегда 
будем пользоваться только циклической частотой {, выражае- 
мой в герцах, а не круговой частотой «, имеющей размерность 
рад/с. 

Нередко в теории рядов Фурье используются и две другие 
формулы, которые непосредственно следуют из простых триго- 
нометрических соотношений и из элементарной теории комп- 
лексных чисел. Первая формула имеет вид 

х()=Х-- УХ» cos (2nf,,f— 6,), (1.14) 
k=! 

где 
X 9 =4)/2, 

X;,=V a,2-+6,?, k=1,2,3.,... ’ 

9, = arctg (By /a;,)
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Здесь функция х({) задается в полярных, а не в прямоугольных 
координатах, и на каждой дискретной частоте [» она имеет мо- 
дуль Хь и аргумент 60». Вторая из упомянутых формул имеет 
ВИД оо 

х(0= Aye, (1.15) 
k=—0 

где 

Ак = 0/2, 

Ак == (&— 6,)=-- х (2) е Чи dt, R==+1, £2, +3.,.... 

C
h
i
m
a
y
 

Последний результат основан на формиле Эйлера 

e—18 — cos 8 — jsin 9. (1.16) 

Если функция х(Г) действительная, ее ряд Фурье можно пред- 
ставить в комплексной форме как для положительных, так и 
для отрицательных частот. В частности, коэффициенты А» комп- 
лексные: 

A,=|4,|e"%, Rk=+1, +2, +3,..., (1.17) 
  

где 

Ав |= У ак? в, == Х,/2, 
0, = arctg (0, /a;). 

Если x(¢) — действительная функция ft, TO 

[4—1 == Ак |, 9.=—6,, 
(1.18} 

О с 
где звездочкой обозначено комплексное сопряжение. Многочис- 
ленные примеры разложения в ряд Фурье можно найти в раз- 
личных учебниках. 

1.2.2. Преобразование Фурье 

Пусть реализация х(ЁР) имеет непериодический характер, 
как, например, в случае переходного процесса (детерминиро- 
ванного или случайного) или стационарного случайного процес- 
са. Тогда записанное выше представление в виде ряда Фурье 
можно обобщить, рассматривая поведение функции при Г—>оо. 
Это приведет к интегралу Фурье 

oo 

X (N=|xQeP dt, —oo<f<oe, (1.19) 
«: 

—со 

Oe
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Глава Г. 

который существует, если 

}1=(0 [4 < со. (1.20) 

Заданная уравнением (1.19) функция Х(Р) называется прямым 
преобразованием Фурье (или спектром) функции x(t). В свою 

=) x(t) x{t) 4 
A A | 

t 0 t 0 >? 

0 0 

Ix(F)| ик] x(F)| 
A cA | 

_aA 

a24b2 

0 F 0 го г 

6(f) AF) Of) - 

| : 90° 360° 

0 го г 0 f 
6 в 

Рис. 1.5. Примеры преобразования Фурье. 

очередь функция х(Г) получается путем обратного преобразо- 
вания Фурье функции X (f) 

=f XE ел",  — со < Ё< со. (1.21) 

Уравнения (1.19) и (1.21), связывающие х({) и Х(]), называ- 
ются парой преобразований Фурье. Заметим, что в общем слу- 
чае Х(Г) есть комплекснозначная функция частоты, определен- 
ной на всей действительной оси, даже в том случае, когда 
х(Ё) — действительная функция. Очевидно, что Х(Г можно



Введение 2] 
  

Ne 

представить в виде суммы действительной и мнимой компо- 
нент: 

где 

Xp (f\=|X (f) | cos@ (Q=( xe cos 2sfi dt, 

X,(fy={X (f) (sin @ (f =|x (t) sin Qnft dt. 

Здесь будет использоваться также запись Х(]) в полярных ко- 
ординатах, т. е. 

х (= Х leew, (1.23) 
где |Х(Ё)| есть амплитудный спектр, а 9({} — фазовый спектр. 
Примеры преобразования Фурье трех реализаций переходных 
процессов показаны на рис. 1.5. 

1.2.3. Финитное преобразование Фурье 

Если х(Ё) — реализация стационарного случайного процесса, 
который теоретически существует при всех значениях &, то 

{12 @|d=oe, (1.24) 
—dao 

Следовательно, преобразование Фурье функций х(Р), заданное 
уравнением (1.19), не существует. Однако никакие измерения, 
Ни в лаборатории, ни в полевых условиях, нельзя вести беско- 
нечно долго, т. е. при значениях Ё от —со до со. В действи- 
тельности реализация х(Т) всегда наблюдается в течение ко- 
нечного интервала времени Г, так что функция Х({) оценивает- 
ся путем финитного преобразования Фурье, которое имеет вид 

T 

X7(fy=X (f, T)= ( хде ити. (1.25) 
0 

При ограниченной длине реализации стационарного случайного 
процесса его финитное преобразование Фурье существует 
всегда. 

Из формул (1.15) и (1.25) видно, что на дискретных часто- 
тах /|„=^/Т фннитное преобразование Фурье связано с козф-
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фициентами А» ряда Фурье равенством 

Х ($, Г]=ТА,, Е—=-Ь +2, +3,.... (1.26) 

Поэтому если ограничиться только этим дискретным набором 
частот, то выполнение финитного преобразования Фурье сво- 
дится к нахождению коэффициентов ряда Фурье для функции, 
имеющей период Т. Именно это и делается при анализе данных 
на цифровой ЭВМ. 

Соответствующие вычислительные процедуры подробно рас- 
смотрены в работе [1.3]. Здесь же следует заметить, что, когда 
реализация х({) представлена временным рядом с интервалом 
дискретности ДР длина реализации Т связана с объемом вы- 
борки № равенством Г= МАЕ. Отсюда следует, что частота Найк- 
виста « =1/2АЁ. Кроме того, предполагается, что рассматривае- 
мая реализация имеет периодический характер и период ее ра- 
вен ТГ. Следовательно, фундаментальная частота ряда Фурье 
р=1/Т, так что разрешающая способпость по частоте Af=};. 
Непрерывная реализация х({) заменяется времепным рядом 
х=х(пАР), где п=1, 2, .., М, а непрерывное преобразование 
Фурье — дискретной последовательностью {Х„}={Х (ВАЁ)}, &=1, 
2, .., №. Поскольку «= (№/2) Др, значения Хь при > М№/2 опре- 
деляются по предшествующим значениям Х». Соответствующая 
пара преобразований Фурье определяется формулами 

м 
. k X,=X (RAP =At У» ехр (2), k=1,2,3,...,N, (1.27) 

N 

X, =X (nA =Af УХ» ехр (12 я) 
k=| 

n=1,2,3,..., N, (1.28) 

Из этих формул вытекают, в частности, приведенные ниже ра- 
венства, справедливые для действительных последовательно- 
стей {х„}: 

Х в =Х,* при всех k, 

X y-p=X}" при Е=1,2,3,,..., (№/2), 

X (w/2)4h =X" w/ay-h при Ё=1,2,3,..., (№/2), (1.29) 

Хь.м=Х, при всех №, 

Xnan=Xn при всех и. 

Таким образом, х„ есть периодическая функция пл по модулю М, 
а Х, — периодическая функция А по модулю М.
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1.2.4. Дельта-функция 

Рассмотрим показанную на рнс. 1.6 прямоугольную функ- 
цию [(К, симметричную относительно точки #=0; ширина 
функции | (Г) есть м, а высота равна 1/м. Уравнение, описыва- 

f(t) &(2) 

  
0 =z “1 0 1 2 1 

Рис. 1.6. Построение дельта-функции. 

ющее эту функцию, имеет вид 

—w/2< - 
по io, у 5 < в, (1.30) 

0, |# >12. 

Очевидно, что площадь под }(Ё) есть 

С Г А= [10 а [= [о (1.31) 
—с —ta/2 

Пусть теперь ширина функции [(Р) уменьшается, а высота ее 
растет таким образом, чтобы, как показано на рис. 1.6, сохра- 
нялась единичная площадь А. Переходя к пределу при #—>0, 
получаем 

Пит (6) = <>, t=0; 
ш—0 

0, 250. 
50=| (1.32)
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При этом в соответствии с уравнением (1.31) интеграл от 6{#} 
равен единице, т. е. 

Js (t) dt lim [м] = (1.33) 

Здесь = есть произвольная малая величина. 
Предельные функции такого типа называются дельта-финк- 

циями и обозначаются символом 6({). Дельта-функция может 
занимать произвольное положение Ц на оси абсцисс, а введе- 
ние масштабирующего множителя А дает интеграл от дельта- 
функции, равный А. Таким образом, 

со, Т=Ц . AB (t =| > ae (1.34) 

10-2 

| 45 (¢—4) dt= A. (1.35) 
fo—e 

Кроме того, свертка дельта-функции 6(f{—fo) с произвольной 
аналитической функцией х({) дает значение х(Р) при Ё=&: 

co 

|= (t)(t—t,) dt =x (t,). (1.36) 
—® 

Это свойство дельта-функции можно использовать для нахож- 
дения значения xX(f) при #=В. 

Пара преобразований Фурье дельта-функции имеет вид 

xX (j= |850 г-н {4—1 при всех р (1.37) 

х (= | ели dF— (8. (1.38) 
—~CO 

1.2.5. Частные случаи преобразования Фурье 

В табл. 1.1 приведены некоторые пары преобразований 
Фурье, удовлетворяющие уравнениям (1.19) и (1.21). Другие 
примеры легко найти в специальной литературе, посвященной 
рядам Фурье и интегралу Фурье. 

1) Точнее, = есть произвольная положительная величина. — Прим. перев.
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1.3. Частотные характеристики физических систем 

В этой книге корреляционные и спектральные функции при- 
меняются, как правило, для анализа различных физических 
систем. Ниже дается краткое описание важнейших свойств фи- 
зических систем, которые нужно знать для понимания мате- 
риала, приведенпого в последующих главах. При этом основ- 
ной упор делается на механические системы, которые будут ча- 
ще всего служить примерами в этой книге. Однако если вос- 
пользоваться стандартными аналогиями (см. [1.3]), то полу- 
ченные здесь соотношения легко распрострапить и на системы 
другого тнпа. 

1.3.1. Импульсная переходная функция 

Будем называть физическую систему идеальной, если она 
а) физически осуществима, б) устойчива, в) имеет постоянные 
параметры и г) линейна. Определения всех этих свойств Oy- 
дут даны ниже. Основные свойства такой идеальной физиче- 
ской системы описываются ее импульсной переходной функци- 
ей, или весовой функцией, которая представляет реакцию систе- 
мы на возмущение в виде дельта-фуикции. Пусть, как показано 
на рис. 1.7, на вход снстемы поступает некоторая гладкая функ- 
ция х(1), а па выходе наблюдается гладкая функция и(Ё). Им- 
пульсная переходная функция системы определяется уравне- 
нием 

h@=y) при х(1=6(0), (1.39) 

причем отсчет времени # начинается с момента, когда на вход 
системы подается дельта-функция. Важная роль импульсной 
переходпой функции как средства для описания свойств си- 
стемы видна из следующего утверждения. Реакция иу(Ё) систе- 
мы на произвольный входной процесс х(Г) определяется инте- 
гралом свертки 

у =| (x) x ({—1) dr. (1.40) 
—Oo 

Другими словами, реакция системы и(Ё) есть взвешенная ли- 
нейная сумма всех прошлых и будущих значений входного про- 
цесса х(Ё). | 

Физически осуществимая система не может реагировать на 
возмущение до тех пор, пока оно не поступило на вход систе- 
мы. Это означает, что 

й (5) =0 при т<0. (1.41)
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Таблица 1.1 
Примеры преобразования Фурье 

х (1) X (f) 

| 5(f) 

ет 6(f —fo) 
x(t — то) X (ye Pato 

1 
с0$ 2 5 (SCF — fo) + SCF fod} 

sin 21fo (1/2/)[5(F — fo) — OCF + fod} 
1o<t<T sin tf \ т 

lo tco ter r nT )e | 
sin 2nB? a,—B<f<B 

208 (pat) Lo. I> 
Bee B 

sin xBt a, fo— a SPs hot 9 

a (eae ) 05 2 В 

0, №! > > 

111, а>0 2 
, a® + (2nf)* 

e*!7l cos Qnfgt, a> 0 г 4 - = a aE ACF fo)? OF PF fo 

| (u)so(t—u)da X(AX(f)   
  

Следовательно, для физически осуществимых систем нижний 
предел интегрирования в уравнении (1.40) равен нулю, а не 
минус бесконечности. 

Говорят, что физическая система имеет постоянные парамет- 
ры, если ее импульсная переходная функция не зависит от мо- 
мента поступления вынуждающей силы на вход системы, т. е. 

A(t, t)=h(t) при —со <ЁХ со. (1.42) 

Если параметры системы постоянны, то стационарный входной 
процесс всегда генерирует стационарный процесс на выходе си- 
стемы (после затухания переходных процессов, возникающих 
при включении системы). 

Физическая система называется устойчивой, если при про- 
извольной допустимой ограниченной функции на ее входе функ-
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цня на выходе также является ограниченной. Это условие вы- 
полняется, если 

flac dt < co. (1.43) 

Рассматриваемые в этой книге соотношения между процессами 
на входе и выходе физических систем справедливы лишь в слу- 
чае устойчивой системы. 

  

x(t) — 1) y(t) 
      

Рис. 1.7. Идеальная система с одним входным процессом и одним процес- 
сом на выходе. 

Линейная система обладает свойствами аддитивности и од- 
нородности. Пусть входные процессы х; и хо генерируют вы- 
ходные процессы и: и 52 соответственно [см. формулу (1.40)]. 
Система называется аддитивной, если входной процесс хх + х2 
генерирует на выходе системы процесс у, Ye, и однородной, ес- 
ли входному процессу сх, соответствует выходной процесс си! 
{здесь с — произвольная постоянная). Все это означает, что 
весовая функция й(т) не зависит от процесса х({), т. е. 

y()=\ he x¢—r) dt mpH seex x(é). (1.44) 

0 

Еслн система линейна, то случайный входной процесс с гаус- 
совским распределением вероятностей (см. определение в гл. 2) 
порождает процесс на выходе также с гауссовским распреде- 
лением вероятностей. 

В практических ситуациях линейность относится к числу 
наиболее редко выполняемых свойств. В частности, значение 
входного случайного процесса может (хотя это маловероятно) 
измениться столь резко, что отклик системы не будет пропор- 
цнонален значению входпого процесса, как это требуется из 
условия однородности. Эта проблема особеино важна и сложна 
в тех случаях, когда речь идет об исследовании статистик экст- 
ремальных значений, как, например, при предсказании катаст- 
рофических разрушений конструкций под действием случайных 
нагрузок. Однако если изучаемая система не является сильно 
нелинейной, то рассматриваемые в этой книге методы корре- 
ляционного и спектрального анализа приведут в большинстве 
случаев к вполне осмысленным результатам, описывающим наи- 
лучшие (в среднеквадратичном смысле) линейные приближе- 
ния для исследуемых систем.
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1.3.2. Частотные характеристики 

Динамические свойства физических систем принято описы- 
вать, как правило, не самой импульсной переходной функцией 
h(t), а некоторым ее линейным преобразованием, причем вид 
преобразования зависит от конкретной задачи. Однако в случае 
идеальной системы удобнее всего пользоваться преобразовани- 
ем Фурье, которое позволяет непосредственно описать динами- 
ческие характеристики системы в частотной области. Преобразо- 
вание Фирье импульсной переходной функции Й(т), удовлетво- 
ряющей условию Й (т) =0 при т< 0, имеет вид 

нф=( 9 ет ак (1.45) 

и называется частотной характеристикой системы. В общем 
случае частотная характеристика является комплексной функ- 
цией частоты, так что ее можно представить в виде 

Нф=Н, Ф—1Н,Ф, (1.46) 

где НР) и НК/ — действительная и мнимая части функцин 
Н({) соответственно, определенные равенствами 

co 

ET p (f) = h(t)cos2nftdt, H,(f)= | й (т) зп 2лреат. 

0 0 

В дальнейшем мы также будем пользоваться полярной формой 
записи для частотной характеристики Н({ф: 

A(P=|Hpfleiwe”, 

где (1.47) 

HOA DLHAOTS, 9 Qaarctel He) 
Модуль |Н({)| обычно называется амплитудной характеристи- 
кой, а аргумент ф(Г) — фазовой характеристикой. Заметим, что 
в соответствии с принятой здесь системой обозначений фазовая 
характеристика определена таким образом, что ее значенис 
всегда неотрицательно. 

Частотная характеристика нмеет очевидную физическую 
интерпретацию: если на вход идеальной системы, описанной в 
разд. 1.3.1, поступает гармоническое колебание с частотой [, то 
на выходе тоже будет наблюдаться гармоническое колебание 
с частотой [. Однако амплитуда выходного сигнала будет в об- 
щем случае отлична от амплитуды входного сигнала и, кроме 
того. выходной сигнал будет сдвинут по фазе относительно
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——aa= 

входного. Другими словами, входной и выходной процессы оп- 
ределяются в этом случае равенствами 

х()=Х зп 2Qnft, y(f)=Y sin (2nft—8). (1.48) 

Отношение амплитуд выходного и входного сигналов задает 
амплитудную характеристику, а сдвиг по фазе между х(Р 
y(t) — фазовую характеристику системы: 

НО=1УФИХФ|, +Ф0=90. (1.49) 
Инженеры нередко называют частотную характеристику, оп- 

ределяемую уравнением (1.45), передаточной функцией. Одна- 
ко, строго говоря, передаточная функция определяется преобра- 
зованием Лапласа импульсной переходной функции, т. е. име- 
ет вид 

co 

Hy (p)= | h(x)e~P"dt, p=a-+jb, (1.50) 
0 

где ‘а (т. е. действительная часть комплексного числа р) не 
обязательно равна нулю. При а==0 функции Н(Г) и Н, (р), за- 
данные уравнениями (1.45) и (1.50), не совпадают. Положив. 
а=0 и 8=2л], получим, что на мнимой оси Н, (121) =Н(Р. Та- 
ким образом, частотная характеристика и передаточная функ- 
ция совпадают на мнимой оси, что и объясняет использование 
иногда обоих этих терминов. 

1.3.3. Система, с одной степенью свободы 

Для того чтобы получить более ясное представление о час- 
тотных характеристиках обычных физических систем, рассмот- 
рим показанную на рис. 1.8 механическую систему с одной сте- 
пенью свободы; система состоит из массы, пружины и демпфе- 
ра. Пусть входной процесс ЁР(Р) есть приложенная к массе сила, 
которая вызывает на выходе системы смещение (1). В соответ- 
ствии с законами Ньютона дифференциальное уравнение, опи- 
сывающее реакцию системы, имеет вид 

m FO 46 YO ку =Е(б. (1.51) 

  

  

Для того чтобы найти чаетотную характеристику системы, поло- 
жим Р(Р)=5(Р), где 6(1) — дельта-функция, определенная в 
разд. 1.2.4. Тогда, согласно уравнению (1.39), реакция системы 
есть и(1) =й (1), и в соответствии с (1.45) ее преобразование 
Фурье имеет вид У(Ё) =Н(}). Выполнив преобразование Фурье
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обеих частей уравнения (1.51)%, получим 

{— (2nf)*’m-j2nfe--k]Y (@ =1, 

Y () =A (f)=[k— (2nf)2en+ j2nfel". (1.52) 

Уравнение (1.52) целесообразно переписать в другой форме, 
зведя обозначения: 

с 1 В. 
т == У =. (1.53) 

В равенствах (1.53) величина & называется коэффициентом за- 
тухания системы; она описывает степень затухания системы че- 

p> y(t) 

Так что 

    

  

      

Рис. 1.8. Механическая система с одной степенью свободы. 

фрез критическое затухание сс. Если масса выводится из равно- 
зесного положения и затем освобождается, то при б=6.с она 
вернется в равновесное положение сразу и не будет больше ко- 
лебаться. Для системы, показанной на рис. 1.8, сс =2уёт. Вели- 
чина f, B (1.53) называется собственной частотой незатухаю- 
щих колебаний системы. Если коэффициент затухания равен 
нулю, то после выведения массы из положения равновесия си- 
стема будет совершать незатухающие колебания с частотой }“». 

учетом этих обозначений частотную характеристику, задан- 
ную выше уравнением (1.52), можно записать как 

_ И 
В = ТЕ (1.54) 

а амплитудная и фазовая характеристики, определенные урав- 
нениями (1.47), примут вид 

  

  

  

17 H(f)|= . 1.55 
1) V [1 — FF)? + [2G Fal? (.боа) 

ОИ о =arete | itr eee | (1.556) 

) Tipu F(t) =6(t). — pum. nepee.
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Рис. 1.9. Частотная характеристика системы с одной степенью свободы (вход- 

ной процесс — сила, выходной процесс — смещение). 
а — амолитудная характеристика; б — фазовая характеристика.
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Графики функций |Н(Р| иФ(]) приведены на рис. 1.9. 
Интересно отметить две особенности графиков, представлен- 

ных на рис. 1.9. Во-первых, при &=<1/У2 амплитудная характе- 
ристика имеет максимум на частоте, несколько меньшей соб- 
‘ственной частоты fpr. Частота, на которой амплитудная характе- 
ристика достигает максимума, называется резонансной часто- 
той системы. Определив минимальное значение зпаменателя 
дроби в выражении (1.55а), можно показать, что резонансная 
частота 

Е=р |128, &<0,5, (1.56) 

и что пиковое значение амплитудной характеристики, достнгае- 
‘мое на резонансной частоте, равно 

L/R 
| A (f,) = SPE’ (2 < 0,5. (1.57) 

Вторая особенность графиков состоит в том, что фазовая ха- 
рактеристика меняется от (° на частотах, много меньших }м, 
до 180° на частотах, много больших |». Вид кривой ф({) между 
этими крайними значениями фазового угла зависит от коэффи- 
циента затухания &. Однако при |= фаза ф(Г) равна 90° не- 
зависимо от величины 6. 

Реальные физические системы часто обладают очень малы- 
ми коэффициентами затухания (<1). Например, коэффици- 
енты затухания механических конструкций обычно оказывают- 
ся менее 0,05. Поэтому на практике нередко встречаются физи- 
ческие системы, амплитудпые характеристики которых имеют 
острый максимум, а фазовые характеристики резко изменяются 
на 180°. По существу, такие системы представляют собой узко- 
полосные фильтры; днапазон пропускаемых ими частот принято 
определять шириной полосы пропускания по уровню половин- 
ной энергии: 

В, =Ь— В, где | FT (Fs) |? =| H (fe) |? =1/ | A (f,) ?. (1.58) 

Подставляя выражение (1.58) в формулу (1.55а), легко пока- 
зать, что в обычной ситуации, когда коэффициент затухания 
‘системы относительно невелик, 

В.Р. (1.59) 

1.3.4. Системы с распределенными параметрами 

Параметры физических систем обычно распределены в про- 
‘странстве. Отсюда следует, что такие системы обладают не од- 
‚ной, а несколькими резонансными частотами. Рассмотрим, на- 
‹‚пример, консольную балку постоянного сечения, показанную на
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рис. 1.10. Если к балке приложить синусоидально меняющуюся 
нагрузку с постоянной амплитудой и с непрерывно возрастаю- 
щей частотой, то при некоторой частоте реакция всех точек 
балки достигнет максимума. С ростом частоты вынуждающей 
силы реакция балки сначала убывает, затем снова достигает 
максимума н т. д. Каждый из таких максимумов соответствует 
некоторой резонансной частоте, связанной с нормальной модой 

] 
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ры 
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Рис. 1.10. Форма и частоты нормальных мод консольной балки. 
Е — модуль Юнга, [— момент инерции, {— длина балки, и — масса на единицу длины. 

колебаний балки, а каждая резонансная частота называется 
(в предположении, что коэффициент затухания балки равен ну- 
лю) частотой нормальной моды. Если после достижения резо- 
нанса действие вынуждающей силы прекращается, то балка 
продолжает совершать незатухающие свободные колебания; 
форма мгновенных отклонений балки от положения равновесия 
называется формой нормальной моды. Теоретически число та- 
ких нормальных мод, каждой из которых соответствуют своя ча- 
стота и форма, бесконечно. Форма и частоты четырех первых 
нормальных мод консольной балки показаны на рис. 1.10. 

В случае относительно простых конструкций, подобных, на- 
пример, консольной балке, форму и частоты нормальных мод 
можно определить аналитически, решая соответствующие диф- 
ференциальные уравнения в частных производных, которые опи- 
сывают реакцию системы на возбуждение [1.4]. Однако для 

3—561
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более сложных конструкций такой способ оказывается, как пра- 
вило, трудно осуществимым, и поэтому для определения ха- 
рактеристик нормальных мод обычно применяются различные 
методы чнсленного моделирования (например, метод конечных 
элементов [1.5]}. Характеристики нормальных мод реальных 
конструкций, к которым можно прилагать естественную нли 
искусственную нагрузку, определяются путем анализа соответ- 
ствующих данных наблюдений; методы такого анализа основа- 
ны на принципах, которые излагаются в гл. 5 и разд. 7.4 этой 
КНИГН. 

Если форма и частоты нормальных мод конструкции извест- 
ны, то теоретически в момент времени { реакция любой ее точ- 
ки с координатой Е имеет вид 

и (5, N= So; (5) qi (0), i=1,2,3,..., (1.60) 

{ 

где ф:(Е) есть форма {-й нормальной моды, а 4:(Р) — обобщен- 
ная координата, описывающая реакцию 1-й нормальной моды. 
Предполагается, что обобщенная координата каждой моды 

удовлетворяет уравнению 

mM, 2a “0 M;, 9 +0, EP + Kg, Q=F, 0, (1.61) 
где 

М; = | ф;? (&) т (Е) 4Е— обобщенная масса, 

0 
! 

С; = | ‹р;? (&) с (Е) 45— обобщенный коэффициент затухания, 

К, ==4л?{}?М,— обобщенный коэффициент жесткости, 
: 

Е; (= | (5) p (§, #) 45 — обобщенная сила. 

0 

В уравнении (1,61) величины 1(Ё) и c(E) представляют co- 
бой значения массы и коэффициента затухания конструкции в 
точке с координатой &, р(Ё, Г) — интенсивность нагрузки, прила- 
гаемой в точке & в момент #. Заметим, что обобщенные масса, 
коэффициент жесткости, коэффициент затухания и сила, вхо- 
дящие в уравнение (1.61), различны для разных нормальных 
мод. Кроме того, из сопоставления уравнений (1.51) и (1. 61) 
видно, что реакция любой точки системы совпадает с реакцией 
системы, обладающей одной степенью свободы (рис. 1.9). Таким
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образом, частотную характеристику конструкции в точке с ко- 
ордннатой Е можно определить как весовую сумму частотных 
характеристик набора систем с одной степенью свободы и раз- 
ными собственными частотами. Более подробно этот вопрос 
рассматривается в работе [1.4]. 
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Глава 2 

ВЕРОЯТНОСТНЫЕ ФУНКЦИИ И СРЕДНИЕ 

ХАРАКТЕРИСТИКИ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ 

Если изучаемое физическое явление случайно, то, как уже 
отмечалось в гл. |, каждая его реализация х(Т) осуществляет- 
ся при вполне определенном комплексе условий, который едва 
ли повторится при других независимых наблюдениях этого же 
явления. [Поэтому для полного описания свойств такого явле- 
ния необходимо хотя бы умозрительно принимать во внимание 
все множество его возможных реализаций {х(#)} (см. рис. 1.1). 
Явления, с которыми приходится иметь дело в инженерной 
практике, обычно происходят в непрерывном времени, и для 
полного их описания приходится рассматривать бесконечное 
число реализаций, т. е. М—>оо. Таким образом, значение pea- 
лизации случайного явления в определенный момент # в буду- 
щем или же полученное в другом опыте не может быть вычис- 
лено по точной формуле, но должно быть описано в вероят- 
ностных терминах. 

2.1. Вероятностные функции 

Вероятность можно определять по-разному, но, с точки зре- 
ния инженера, удобнее всего определить вероятность некото- 
рого события как относительную частоту его наступления. 
Предположим, что некоторый эксперимент повторяется боль- 
ое число раз в одинаковых условиях. Пусть А — интересую- 
щий нас исход эксперимента. Если эксперимент был повторен 
М№ раз, а исход А наступил М[А] раз, вероятность А определя- 
ется как 

N [4] Prob [A]=lim мо. (2.1) 
N--co 

Другими словами, вероятность события А равна пределу часто- 
ты наступления А, когда число испытаний стремится к беско- 
нечности.
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2.1.1. Функция распределения 

Обратимся снова к ансамблю реализаций, изображенному 
на рис. 1.1, и предположим, что нас интересует событие, со- 

стоящее в том, что измеренное в момент Ц значение не превы- 
шает Ё единиц, т. е. А={х(Ь) <}. По определению (2.1) ве- 
роятность этого события равна 

Prob [x (44) < §]=lim ASE (2.2) 
Noo 

где N[x(t;)<&] — число реализаций, значения которых в мо- 
мент Н не превышают Ё. Если в равенстве (2.2) величине Ё 

21) 

  

     
  

P(x,t,) 

Ё ~~ 277 7 -- ~ 

0 7 2, J }-------=+------~= == 

P(E, t) oT 

  
F 

Рис. 2.1. Общий вид фупкции распределения, 

  
  

  

придавать различные значения, то получим фуикцию от Ё, 
примерный вид которой приведен на рис. 2.1. Эта функция на- 
зывается функцией распределения случайного процесса {x(t)} 
в момент Ё и обозначается как 

P, (5, 1) =Р (х, 11) = РгоЪ[х (#) < 8. (2.3) 
В дальнейшем для удобства будем пользоваться обозначением 
Р(х, Н). Функция распределения задает вероятность того, что 
мгновенное значение х (Г) в некоторый момент Ё не превышает 
данного значения Ё. Эта вероятность для нестационарных про- 
цессов зависит от времени Ц. 

В случае когда случайный процесс стационарный и эрго- 
дический, функция распределения не зависит от времени и мо- 
жет быть определена по единственной реализации х(Т) как 

P (x) ==Prob[x(Q < lim [HOSS | (2.4) 
T— co 

где Т[х(Ё) <Е] — общее время, в течение которого реализация 
х(Р) находится не выше уровня Ё (рис. 2.2). В этом случае
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функция распределения определяет вероятность того, что мгно- 
венное значение х(Г) в произвольный момент времени не превны- 
шает данного значепия Ё. 

z(t) P(z) 
1 

    

  

    

  

Рис. 2.2. Функция распределения стационарного процесса. 

2.1.2. Плотность вероятности 

При х—> —с функция распределения Р(х)=Р(х, ti) cTpe- 
мится к нулю; при х—>с0 она стремится к единице. Именно по 
характеру изменения функцин распределения от нуля до еди- 

x(t) 
A 

  

Az| er RF     

    >t 
0 

Рис. 2.3. Оценивание плотности вероятности. 

ницы различаются случайные процессы с разной вероятностной 
структурой. По этой причине вероятностную структуру случай- 
ных процессов часто задают при помощи наклона функции рас- 
пределения, равного производной 

dP (x,t p(x, h)= Ee, (2.5) 
которая называется плотностью вероятности случайного процес- 
са {х(Ё)} в момент времени И. В частном случае стационарных
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эргодических процессов, которым главным образом и посвяще- 
на эта книга, плотность не зависит от времени: р(х,Ё) =р(х). 

Другой способ задания плотпости вероятности дает также 
метод оценивания ее значений. Выделим в области значений 
процесса небольшой интервал шириной Ах с центром в точке Ё 
(рис. 2.3). Вероятность того, что стационарный эргодический 

    

p(x) 

| a № Prob[x,< x(t) я] 

| N 

о x > Xp х 

Рис. 2.4. Вычисление вероятности по плотности. 

случайный процесс попадет в этот интервал в произвольный 
момент времени, определяется по (2.4) как 

T [x (f) ЕАж] ое, (2.6) Prob [x (¢) €Ax,] = lim 
Т-›оо 

где символ © означает «принадлежность», а Т]х(Г)ЕАх =] 
есть время, в течение которого случайный процесс х(Т) остает- 
ся в пределах интервала Ах с центром Ё. Тогда плотность ве- 
роятности получается путем деления левой части (2.6) на Ах 
и перехода к пределу при Ах—>0, т. е. 

: Е Prob [x (2) ЕДх:] 

Pp) Ао Ах 
  (2.7) 

Можно сказать, что плотность вероятности определяет ско- 
рость изменения функции распределения. Поэтому вероятность 
различных событий можно находить интегрированием плотно- 
сти вероятности, т. е. вычисляя площадь под графиком р(х), за- 
ключенную между данными значениями ординат (рис. 2.4). Ве- 
роятность того, что значение случайного процесса заключено 
между х! и х2, равна 

Prob [x, < x(t) < xl =| p(x) dx—=P (x,) —P (x). (2.8)
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При х-—со получим 

Ргоь [— со < х(В < х,| = =f p(x) dx=P (x,), (2.9) 

т е. площадь под графиком плотности вероятности левее точки 

х› равна значению функции распределения в точке х2. Далее, 
если Х2—> со, то 

Probl —oo < x(t) < col=| p(x) dx=1, (2.10) 

т. е. площадь всей области, ограниченной графнком плотности 
вероятности, равна единице, а значение случайного процесса 
в любой момент времени будет заключено между плюс и минус 
бесконечность!о. 

2.2. Моменты и средние значения 

По причинам, которые станут ясными ниже, многие свойст- 
ва реализаций случайных процессов хорошо описываются толь- 
ко двумя средними величинами, которые определяют положение 
центра рассеяния и меру рассеяния значений процесса. Эти 
средние характеристики можно либо вычислить теоретически, 
либо оценить путем усреднения реализаций случайного про- 
цесса. 

2.2.1. Математическое ожидание и моменты 

Математическое ожидание скалярной функции 6(х) опреде- 
ляется как 

Elg (l= | g (x) p(x) dx. (2.11) 

Другими словами, математическое ожидание P(x) есть среднее 
значение ©(х), взвешенное по вероятностям наступления собы- 
тия х, которые задаются плотностью вероятности. Взятие мате- 
матического ожидания — линейная операция, т. е. она аддитив- 
на и однородна: 

E [g (x)--A (x)|=E [g (x) -F E [A (1, 

Е [св (х)] ==СЕ [8 (Х)]. 
Моменты стационарного случайного процесса {x(t)}, описыва- 
ющего некоторое интересующее нас случайное явление, опре- 

(2.12)



Вероятностные характеристики случайных процессов 41 
  

деляются следующим образом: 

вр [жрбда, 502. (2.13) 

где р(х) — плотность вероятности {х(Ё)}, а и» пазывается А-м 
моментом. Нулевой момент (А=0), очевидно, равен 

ро Е = | «р (x) dx=1; (2.14) 

этот случай тривиален. Первый момент (Е =1), равный 

и, =ЕВ а | хр (x) dx=n, (2,15) 

называется средним значением {х(#}} и далее будет обозначать- 
ся как п. Второй момент (А=2), равный 

Uo E [x2] =| x2p (x) dx=w’, (2.16) 

Ha3bipaeTca cpednum Keadpatom {x(t)} nu обозначается как 1. 
Положительный квадратный корень из среднего квадрата про- 
Цесса называется среднеквадратичным значением процесса, или 
с. к. значением. Второй и высшие моменты, вычисленные отно- 
сительно среднего значения, называются центральными момен- 
тами; эти характеристики часто используются. Второй цент- 
ральный момент, равный 

Hat =E [(x— pw) = | (x—p)'p (9 Чо, (2.17) 
— oo 

называется дисперсией {х(Г)} и обозначается как 02. Положи- 
тельный квадратный корень из дисперсии называется средне- 
квадратичным отклонением. Вычисление моментов по формуле 
(2.13) может быть выполнено для сколь угодно больших k, 
но по причинам, которые будут разъяснены ниже, обычно до- 
статочно знать только первые два момента процесса. 

2.2.2. Центр рассеяния и рассеяние 

Среднее значение д (первый момент) определяет положение 
центра рассеяния случайного процесса {х({)}, а дисперсия о? 
(второй центральный момент) характеризует рассеяние значе-
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ний {(х(#)}. Средний квадрат wp? (второй момент) дает меру то- 
го и другого. Из формулы (2.17) паходим 

Е (ВЕ Зри = 

  

=E [x?]— 2uE [x] + w= y?— wv. (2.18) 

Следовательно, средпий квадрат равен 

p?—o? +p? (2.19) 

Дисперсия и средний квадрат совпадают, если среднее значе- 
ние д равно нулю. 

Полезно проследить апалогию между момептами случайного 
процесса, определенными уравнениями (2.15) — (2.17), и меха- 
ническими моментами, характеризующимин распределенне мас- 
сы пекоторого тела. Если распределение массы тела задано 
плотностью (x), TO центр рассеяния массы, называемый цент- 
ром тяжести (Ц. Т.), определяется выражением 

oo 

| xin (x) dx 

Ц.Т. = = (2.20) 
oo 

| tu (x) dx 

—©с 

тогда как рассеяние характеризует квадрат радиуса инерцин 

со 

( x? (x) dx 

К = (2.21) 
| m (x) dx 

Квадрат радиуса инерции относительно центра тяжести равен 

| (х — Ц.Т.)2т (х) ах 

Ко? = . (2.22) 

(= (x) ах 
«’ 

—© 

  

Нетрудно убедиться, что имеет место тождество, аналогичное 

(2.18): 

K?=K2--(U.T.)?. (2.23) 
Если теперь плотность массы заменить плотностью вероятности 
р(х), то равенства (2.20) —(2.23) превращаются в равенства
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(2.15) — (2.18) соответственно. Таким образом, существует пря- 
мая аналогия между средним значением, среднеквадратичным 
значением и среднеквадратичным отклонением, с одной сторо- 
ны, и центром тяжести, радпусом инерции и радиусом инерции 
относительно центра тяжести — с другой. 

2.2.3. Оценивание средних значений 

Среднее значение, средний квадрат и дисперсия, задаваемые 
соответственно формулами (2.15), (2.16), (2.17), могут быть оп- 
ределены и непосредственным усредиением реализаций случай-- 
ного процесса {х(#)}. Если обратиться снова к ансамблю реа- 
лизаций (рис. 1.1), то в общем нестационарпом случае среднее 
значение в фиксированный момснт В определяется следующим. 
образом: 

oe 

N 
: 1 

в (64) == Е [х (= Пт у a (1). (2.24) 

Другими словами, просто вычисляется среднее значение реали- 
заций в фиксированный момент времени И по ансамблю М реа- 
лизаций (в ндеальном случае как предел при №—>со). Анало- 
гично средний квадрат находится как среднее квадратов значе- 
ний реализаций в фиксированный момент & по всему ансамблю, 
т. е. 

N 

= Eb? (4))=lim 5 > x; (th); (2.25) 

дисперсия вычисляется точно так же, только перед возведеннем 

В квадрат из значения реализации вычитается среднее: 

N a 

0? (11) =Е Цх (и) —ц (#:)}? 11 у му [х; (1) — ы (&,)}". (2.26) 
i=l 

В частном случае стационарных эргодических процессов мо- 
менты разного типа не зависят от времени и могут быть вычис- 
лены по единственной реализации х(Ё) по формулам 

т 

и=Е[х(0]-== =lim + | x (t) dt, (2.27) 

1 т 
РЕ? (т т. | 2) 4, (2.28) 

0 

T 

—Е [(х (0 — виа т | {x (t)— p}? de. (2.29)
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2.3. Некоторые специальные плотности вероятности 

В настоящее время при анализе случайных явлений исполь- 
зуется чрезвычайно большое число различных плотностей веро- 
ятности. Однако для целей данной книги достаточно знать три 
плотности, которые хорошо описывают широкий класс практи- 
чески важных случайных явлений. К ним относятся плотности: 
а) нормального (гауссовского) шума, б)} гармонического процес- 
са и в) гармонического процесса в случайном шуме. Поскольку 
эти три плотности хорошо известны, изложение ведется без 
подробных выкладок. С деталями можно познакомиться, вос- 
пользовавшись работой [2.1]. 

2.3.1. Нормальный (гауссовский) шум 

Плотности большого числа случайных процессов, описыва- 
ющих практически важные физические явления, хоропю аппрок- 
симируются выражением вида 

р(х)= кет, (2.30) 

где ц и а — соответственно среднее значение и среднеквадра- 
тичное отклонение. Функция (2.30) впервые была получена в 
1733 г. как приближение биномиального распределения и обыч- 
но называется нормальной, или гауссовской, плотностью. Для 

удобства обычно табулируется и графически изображается 
плотность нормированной случайной величины 

z=(x—p)/o. (2.31) 

с нулевым средним и единичным среднеквадратичным отклоне- 

нием. Этим простым преобразованием выражение (2.30) при- 
водится к виду 

  

1 
р (2)=—— е ^”?. (2.32) 

y 20 

Функция р(2) называется нормированной нормальной или гаус- 
совской плотностью. Нормированное нормальное распределение. 
согласно формуле (2.9), имеет вид 

P()= = {ete de, (2.33) 

Графики нормированного нормального распределения и его 
плотности приведены на рис. 2.5, а таблицы их значений можно 
найти во многих пособиях, включая [2.2].
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Важность нормального распределения определяется приме- 
нимостью на практике центральной предельной теоремы теории 
вероятностей, которая не строго формулируется следующим об- 
разом: если случайная 
величина х есть сумма п 
статистически независи- 
мых случайных величин 
#1, XQ, wy Xn C произволь- 

ными  плотностями, TO 
плотность 3 X=X1-+%eo-+... 
+X, приближается к 
нормальной ПЛОТНОСТИ 

(2.30), если п стремится к 
бесконечности. Случайные 
явления очень часто дей- 
ствительно являются ре- 
зультатом воздействия 
многих независимых слу- 
чайных факторов, поэто- 
му нормальное распреде- 
ление часто служит хоро- 
шей аппроксимацией 
плотностей случайных 
процессов. 

По двум причинам 
очень желательно иметь 
возможность — предпола- 
гать, что случайные про- 
цессы имеют нормальное 
распределение. — Во-пер- 
вых, как следует из фор- 
мулы (2.30), нормальное 
распределение полностью 
определяется двумя па- 
раметрами — средним 
значением цы и средне- 
квадратичным — отклоне- 
нием о. Поэтому для оп- 

P(z) 

    

    
Рис. 2.5. Нормированная гауссовская функ- 

ция распределения и ее плотность. 
а — функция распределення; б -= плотность. 

ределения нормальной плотности достаточно оценить только 
эти два параметра процесса. Во-вторых, все линейные опера- 
ции над нормально распределенными случайными величинами 
приводят к нормально распределенной случайной величине 
[2.3]. Это значит, что различные линейные операции, встреча- 
ющиеся в математике, такие, как интегрирование и преобра- 
зование Фурье, выполняемые над нормально распределенными 
случайными величинами, дают в результате нормально распре-
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деленные величины. Более того, если линейная операция умень- 
шает частотную полосу процесса, то опа подавляет возможные 
отклонения от гауссовского вида плотности, если только в про- 
цессе отсутствуют детерминированные составляющие’. 

Следует, однако, отметить, что нормальная случайная вели- 
чина, задаваемая плотностью (2.30), теоретически не ограни- 
чена, т. е. она с положительной вероятностью может превысить 
как угодно высокий уровень или оказаться ниже сколь угодно 
низкого уровня. Но все физические явления и представляющие 
их случайные процессы ограничены по величине как в положи- 
тельном, так и в отрицательном направлении, поэтому никакой 
реальный случайный процесс не может быть в точности гаус- 
совским. Это замечание особенно важно для приложений, свя- 
занных с оценкой экстремальных значений, например при 
предсказании экстремальных зпачений ветровой нагрузки или 
высоты морских волн, грозящих катастрофическими последст- 
виями. В этом случае предположение о том, что распределение 
вероятностей является нормальным, не состоятельно, так как 
распределения крайних значений ветровой нагрузки и высоты 
волн резко отклоняются от гауссовского. Но в большинстве 
приложений, о которых идет речь в этой книге, предположение, 
что встречающиеся случайные процессы имеют нормальное рас- 
пределение вероятностей, вполне уместно, если только эти про- 
цессы не содержат детерминированных составляющих. 

2.3.2. Гармонический процесс 

Наиболее распространенный вид детерминированных процес- 
сов — это периодические процессы, разлагаемые на гармониче- 
ские составляющие. Для описания одной такой составляющей 
не требуется вероятностных понятий, поскольку ее точное зна- 
чение в любой момент времени вычисляется по формуле х({) = 
=X sin (2nfi+60). Но если начальная фаза 6 — равномерно рас- 
пределенная на (—л, л) случайная величина, то этот гармони- 
ческий процесс случайный и, как показано в работе [2.1], его 
плотность вероятности имеет вид 

(nV 20°— 2", 1 <Х; (2.34) 
0, |xj2x 

где о=Х/у2 — среднеквадратичное отклонение гармонического 
процесса. График этой плотности при с=1, изображенный на 

р (= 

  

) Это важное свойство сильноинеркционных линейных систем также ярР- 
ляется следствием центральной предельной теоремы. Доказательство этого 
утверждения и примеры нормализации негауссовских случайных  процессав 
можно найти, например, в книге: Тихонов В. И. Статистическая раднотехни- 
ка. — М.: Сов. радио, 1966. — Прим. перев.
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рис. 2.6, помогает попять, почему плотность гармонического 
процесса имеет чашеобразную форму. Согласно формуле (2.7), 
плотность можно рассматривать как результат предельной опе- 
рации над вероятностью того, что х(Г) попадет в интервал ши- 
риной Ах, которая в свою очередь равна относительной доле 
времени, в течение которого х(Т) находится в пределах интерва- 
ла Ах. Из рис. 2.6 видно, что при любой ширине интервала 

  

  
    

т p(x) 

xT UK OBL 

4х4 оф 06 |-- 

И i 

Fa _ | 
ОИ: 02|- | | 

ОНИ | ! 
_ о | 4 | | | 
xT (2 -x-1 0. TX 2” 

  

Рис. 2.6. Нормированная плотность вероятности гармонического процесса. 

Ах гармонический процесс на каждом периоде наибольшее вре- 
мя паходится вблизи крайних значений -Х и наименьшее — 
вблизи среднего значения p=O0. 

Как и гауссовская плотность, плотность гармонического про- 
Цесса полностью определяется средним значением и среднеквад- 
ратичным отклонением. Но в отличие от гауссовской плотности, 
среднее значение которой наиболее вероятно (см. рис. 2.5, а), 
плотность гармонического процесса достигает мннимума в точ- 
ке с координатой, равной средпему, т. е. значения, близкие к 
среднему, наименее вероятны. Это является главным отличием 
гармоннческого процесса от узкополосного шума, который 
обычно является гауссовским, каким бы узким ни был его 
спектр. 

2.3.3. Гармонический процесс в гауссовском шуме 

Пусть теперь реализации стационарного эргоднического слу- 
чайного процесса имеют вид х({) =п(1) --5([), где n(t) — гаус- 
совский случайный шум, а $(1) — гармонический процесс, $ ([) = 
=$ чп (2л7--8)3. Плотность вероятности этого процесса рав- 

Случайный процесс 5(1) — не эргодический, но к выводу формулы 
(2.35) этот факт отношения не имеет. — Прим. перев.



48 Глава 2 

на свертке плотностей слагаемых, задаваемых формулами 
(2.30) и (2.34). Считая, что средние обоих процессов равны ну- 
лю, можно показать [2.1], что 

р(х)= — у ехр |— (=) | do, (2,35) 

re On — среднеквадратичное отклонение гауссовского шума 
п(Ё; З и 0 — соответственно амплитуда и начальная фаза гар- 
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Рис. 2.7. Нормированная плотность вероятности гармонического процесса 
в гауссовском шуме. 

монического процесса. Графики р(х) для различных значений от- 
ношения дисперсии гармонического процесса к дисперсии шума 
(R=0s2/0n7) приведены на рис. 2.7. 

2.4. Погрешности выборочных оценок 

Формулы (2.6) и (2.7) из разд. 2.1.2 определяют плотность 
вероятности в соответствии со способом ее оценивания. Анало- 
гично формулы (2.24) —(2.29) из разд. 2.2.3, определяющие 
среднее, средний квадрат и дисперсию, указывают также и ме- 
тод оценивания этих величин. Но все эти определения содержат 
операцию перехода к пределу, которая на практике не осущест- 
вима; очевидно, нельзя обработать бесконечное число реализа- 
ций или одну реализацию бесконечной длины. Невозможность 
фактически выполнить предельный переход приводит к выбо- 
рочной изменчивости оценок, полученных при обработке дан- 
ных. Другими словами, анализ случайных процессов дает толь- 
ко выборочные оценки истинных значений интересующих нас 
параметров. Поэтому очень важно уметь оценивать величину
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возможной ошибки при интерпретации и применении получен- 
ных оценок. Следует подчеркнуть, что здесь речь идет только 
об ошибках, связанных с выборочной изменчивостью оценок. 
Как уже отмечалось в разд. 1.1.3, существует много других по- 
тенциальных источников ошибок в ходе получения и предва- 
рительной обработки данных. Будем предполагать, что ошибки 
такого рода уже учтены. 

2.4.1. Систематические и случайные ошибки 

Ошибки, появляющиеся при обработке случайных процес- 
сов, можно разделить на два типа. Ошибки первого типа, назы- 
ваемые случайными, являются следствием разброса значений 
оценок, полученных по разным выборкам для одного и того же 
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Рис. 2.8. Случайная и систематическая ошибки при оценивании параметра. 

случайного процесса. Эти ошибки — прямое следствие конеч- 
ности числа реализаций № или конечности длины Т доступной 
наблюдению реализации. По этой причине случайные ошибки 
неизбежны. Ошибки второго типа — это систематические ошиб- 
ки. При переходе от одной выборки к другой сохраняется вели- 
чина и знак ошибки этого типа; такая ошибка называется так- 
же смещением. Смещение часто появляется при приближенном 
вычислении производных, например при оценивании плотно- 
стей. Теоретически р(х) из (2.7) определялась как предел при 
Ах—>0, но практически Ах должна быть конечна. 

Поясним подробнее смысл этих двух типов ошибок. Пусть 
оценивание некоторого параметра ф по независимым выборкам 

дает набор оценок фг, #=1, 2, 3, ... (рис. 2.8). Смещение оценки 
ф равно математическому ожиданию оценки (среднему несколь- 
ких оценок) минус истинное значение оцениваемого параметра, 
т. е. 

N a 1 a 
Cmemenne—= b- — E [g]— ф— Шт W a $!—Ф. (2.36) 

4—561
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чине, 

Случайная ошибка оценки ф равна среднеквадратичному откло- 
нению оценки ф, т. е. 

i N _ 1/2 

Случайная ошибка =0- ==| Шт -- \ {$,—Е[$!|*| . (2.37) - Ф №Мьсо М мщ 
i=l 

Ошибки удобно выражать в относительных единицах. Такие 
нормированные ошибки будем обозначать буквой = и опреде- 
лим следующим образом: 

&=06;/ф, &,=0514. (2.38) 

Например, если еь=0, |, то это значит, что оценка в среднем на 

10% больше, чем ф. Если в, =0,1, то это значит, что разброс ф от- 
носительно среднего значения оценки имеет среднеквадратичное 
отклонение, равное 10% значения ф. Нормированная ошибка в, 
часто называется коэффициентом вариации оценки. 

Плотность вероятности выборочной оценки называется обыч- 
но выборочной плотностью оценки и часто имеет очень слож- 
ный вид. Но если случайная ошибка пе очень ведика, скажем 
&.<0,2, то приближенио можно считать, что выборочное рас- 
пределение с приемлемой точностью аппроксимируется нор- 
мальным распределением, определенным формулой (2.30), со 
средним ис = (1--=ь)ф и среднеквадратичным отклонением 
Og = &-ф, Т. е. . 

oe „| _ Ф—И- 55) 9]? р = ду Р-Н" |. 89 

2.4.2. Ошибки при оценивании моментов 

Оценки среднего значения и среднего квадрата песмещен- 
ные, если только они верно вычислены по формулам (2.24) и 
(2.25) по конечному числу реализаций N или по формулам 
(2.27) и (2.28) по одной реализацин конечной длины Г. Случай- 
ные ошибки этих оценок хорошо известны; они вычислены в рабо- 
те [2.2] и приведены в табл. 2.1. Для оценок, получаемых усред- 
нением по ансамблю статистически независимых реализаций, 
в табл. 2.1 приведены точные значения ошибок. В случае же 
оценок, полученных усреднением по времени, формулы для оши- 
бок применимы только к процессам, энергия которых равномер- 
но распределена в полосе частот шириной В. Тогда можно по- 
казать [2.1], что М=2ВТ. Поскольку такие процессы встреча- 
ются на практике редко, приведенные формулы нельзя исполь- 
зовать для вычисления ошибок; они могут служить только для 
ориентировочной оценки порядка ошибки. 

Отметим две особенности выражений для ошибок, приве- 
денных в табл. 2.1, которые очень важны из-за их типичности
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Таблица 2.1 

Случайные ошибки оценивания среднего значения и среднего квадрата 
  

Оценки и соответствующие случайные нормироваиные ошибки г, 

  

  

    

Способ оцени- Оценки среднего Оценки среднего 
вания квадрата 

нА 1 ПНормироваиная < Нормированиая 
Оценка и; ошибка е, Оценка Vy ошибка up 

Среднее по ан- № № — 1 
самбл1о —- < Xi __ ox ___ IN x; / 2 У aw | wl | VF 

t= i=] 

Среднее no ' Г | Т | 
В [ 0 2 ремеш a | (dat = >= | 20 dt —= 

их И 2ВГ . В 
0 0           
  

для всех оценок параметров, встречающихся в этой книге. Во- 
первых, случайная ошибка в, обратно пропорциональна корню 
квадратпому из числа реализаций М или длины реализации Т. 
Поэтому для уменьшения =; вдвое № или Т нужно увеличить в 
четыре раза. Во-вторых, при получении оценок усреднением по 
времени ширина полосы В влияет на эффективный размер вы- 
борки в той же степени, что и длина реализации. Это значит, 
что прн апализе широкополосных процессов, напрнмер в зада- 
чах связи, даже сравнительно короткая реализация может 
обеспечить очень высокую точность. С другой стороны, в при- 
менении к узкополосным процессам, таким, как атмосферная 
турбулентность или морское ветровое волнение, для получения 
приемлемой точности нужны очень длинные реализации. 

2.4.3. Ошибки оценивания плотности вероятности 

Ранее уже отмечалось, что оценивание плотности вероятно- 
сти по формулам (2.6) и (2.7) с использованием интервала ко- 
нечной ширины Ах и реализации длины 7 связано с наличием 
как систематической, так и случайной ошибок. Систематическая 
ошибка является следствием конечности Ах, в силу чего фор- 
мула (2.7) дает среднес значение плотности по интервалу хо 

--Ах/2. Значение оценки р(хо) привязывается к середине ин- 
тервала лишь по соображениям удобства. Но в действительно- 

сти р(х) не равно р(хо), если только первая производная р(х) 
No x He равна постоянной, р’(х) =ар(х)/Ахэес. Рис. 2.9 иллю- 

4+
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стрирует эту особенность. Смещение оценки р(х) в первом при- 
ближении равно [2.2] 

^ А 3 и 

р о а Fe, (2.40) 
где р”(х) есть вторая производная р(х) по х. 

Если оценка р(х) получена усреднением по ансамблю N 
статистически независимых реализаций, то случайная ошибка 
приближенно равна [2.2] 

1 
г, [р (х)1 == УТС 

Если р(х) вычисляется усреднением по времени одной реали- 
зации длины Т при равномерном распределении энергии по ин- 

р(х) №- Дх м 
А | | } 

Р(2) 

(2.41) 

7      
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Рис. 2.9. Смещение оценки плотности вероятности. 

тервалу частот ширины В, то нормированная случайная ошиб- 
ка оценки р(х) приближенно равна 

ее | 

Sr [р Ol V 2BT Axp (x) © 

Как и формулы из табл. 2.1, это выражение дает только поря- 
док ошибки, поскольку случайные процессы с таким свойством 
встречаются редко. 

Формулы (2.41) и (2.42) отражают ту же самую зависи- 
мость случайной ошибки от М, Ти В, что и аналогичные форму- 
лы для оценок среднего значения и среднего квадрата из 
табл. 2.1. Но в этом случае в знаменателе г, появляется допол- 
нительный член, а именно ширина интервала Ах, а в формуле 
для систематической ошибки (2.40) Ах стоит в числителе. По- 
этому при выборе значения Ах для оценивания плотности всегда 

(2,42)
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приходится прибегать к компромиссному решению. Разумеется, 
8г И &ь могут быть сделаны одновременно сколь угодно малыми 
соответствующим увеличением длины реализации 7. 

ЛИТЕРАТУРА 

2.1. Bendat J. S. Principles and Applications of Random Noise Theory. Wiley, 
New York, 1958. Reprinted by Krieger Publishing Co., New York, 1977. 
[Имеется перевод: Бендат Дж. Основы теории случайных шумов и ее 
применения. — М.: Советское радио, 1965.] 

2.2. Bendat J. S., Piersol A. G. Random Data: Analysis and Measurement Pro- 
cedures, Wiley-Interscience, New York, 1971. [Mmeercn nepeson: Бендат Дж.., 
Пирсол А. Измерение и анализ случайных процессов. — М.: Мнр, 1974.] 

2.3. Papoulis A. Probability, Random Variables, and Stochastic Processes, 
McGraw-Hill, New York, 1965.



Глава 3 

КОРРЕЛЯЦИОННЫЕ ФУНКЦИИ 

И СПЕКТРАЛЬНЫЕ ПЛОТНОСТИ 

Широкий круг инженерных приложений теории случайных 
процессов связан с выявлением линейных зависимостей между 
двумя или более совокупностями данных. Такие линейные за- 
висимости определяются обычно либо через корреляционные 
функции, либо через их преобразования Фурье, называемые 
спектральными плотностями. Корреляционные функции и спект- 
ральные плотности в принципе содержат одинаковую информа- 
цию, но исторически этн два понятия появились и развивались 
независимо. Корреляционные функции использовались в основ- 
ном математиками п статистнками, тогда как спектральные 
плотности применялись главным образом в инженерных ис- 
следованиях. В некоторых случаях удобнее пользоваться кор- 
реляционными функциями, но в последнее время в инженерных 
приложениях более широкое применение находят спектральные 
плотности. 

3.1. Корреляционные функции 

Прежде чем перейти к изложению основного материала 
этой главы, полезно напомнить классическое определение кор- 
реляционной функции, известное из элементарного курса ста- 
тистики. Затем это классическое понятие легко распространить 
на случайные процессы путем введения нового параметра — 
сдвига времени. 

3.1.1. Классическое понятие корреляции 

Пусть в некотором эксперименте получены два множества 
результатов измерений: хь #=1, 2, 3, ..., №, и у 1=1, 2, 3,... М. 
Например, х, — нагрузка, приложенная к коиструкции, и! — вы- 
званное ею напряжение, хо и /2 — другая нагрузка и вызван- 
ное ею напряжение соответственно. Такие измерения, проделан- 
ные при различных значениях нагрузки, приводят к зависимо- 
стям типа показанных на рис. 3.1. В идеальном случае измере-



Корреляционные функции и спектральные плотности 55 

ния дают точную линейную зависимость, как на рис. 3.1, а. 
Тогда сразу можно записать уравнение 

y=a-+ bx, (3.1) 

где а — значение линейной функции при х=0, В — наклон пря- 
мой. Неправнльная постановка эксперимепта может привести 
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Рис. 3.1. Различные степени корреляции. 
а — точная линейная корреляция; б — умеренная линейная корреляция; в — нелинейная 

корреляция; г — отсутствие корреляцни. 

к другой крайности, когда между нагрузкой и напряжением нет 
никакой связи; в результате получается зависимость типа по- 
казанной на рис. 3.1,г. На практике обычно приходится иметь 
дело с зависимостями промежуточного вида, такими, как пока- 
заны на рис. 3.1, 6, в. На рис. 3.1,6 угадывается линейная связь 
между х и и, но точпого аналитического выражепия для нее 
дать нельзя из-за случайного характера этой связи и (или) 
ошибок измерений. На рис. 3.1, в между х и и существует точ- 
ная аналитическая зависимость, но она нелинейна.
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Меру линейности связи х и у можно задать как усредненное 
произведение х— их и и—ц,. Если размер выборки № стремится 
к со, то предел этого усредненного произведения определяет 
корреляцию х и и, т. е. 

N 
. 1 оу Е (в, (у— ву} Вт -у- У ивы) ив. (8.2) 

=1 

Если х и у не связаны между собой, как на рис. 3.1,г, то сум- 
ма положительных произведений х;—их и у;—и, равна сумме 
отрицательных произведений, поэтому усреднениое произведе- 
ние с.,=0. В случае, представленном на рис. 3.1, а, хг— их И 
Yi—py одновременно либо положительны, либо отрицательны; 
следовательно, их произведение всегда положительно и усред- 
ненное произведение равно 

0,y—9,0,,. (3.3) 

Скоро будет показано, что равенство (3.3) задает наибольшее 
возможное значение корреляции двух случайных величин. По 
этой причине в качестве меры коррелированности обычно берут 
отношение 

Oyy=Ozy/0,0,, —1 > Pry < 1, (3.4) 

которое называется коэффициентом корреляции. Величина pxy 
характеризует меру линейной зависимости между двумя пере- 
менными х ицуи меняется между —1 u +1; pxy=—1 означает, 
что положительным значениям х—ц»х соответствуют отрицатель- 
ные значения у— ру. Рис. 3.1,6, в дают примеры зависимости с 
коэффициентом корреляции, заключенным между нулем и El. 

Неравенство (3.4) можно доказать следующим образом. Для 
любых действительных чисел а и $ математическое ожидание 

E[{a(x—p,)-+6 (y—p,)}*] 2 9. (3.5) 
Из неравенства (3.5), раскрывая скобки, получаем 

E [a? (x—p,)?+- 2ab (x— p,,) (Y— By) +2" (y—p,) "= 
= a’o,,?-+- 2aba,,,-+ 6o,? > 0. (3.6) 

Предположим, что Ь5-0, и разделим обе части (3.6) на b?. B pe- 
зультате получим | 

(a/b)*o,?+-2 (a/b) o,,+6,7 > 9. (3.7) 

Левая часть (3.7) представляет собой квадратное уравнение 
относительно a/b, HE имеющее различных действительных кор- 
ней. Поэтому дискриминант этого уравнения не превосходит 
нуля, т. е. \ 

Дискриминант== 40° — 4020,2 < 0. (3.8)
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Следовательно, 0?.,=< 02.02), 

что и утверждается в (3.4). 
Важное соотношение, включающее коэффициент корреляции, 

можно получить в тех случаях, когда можно принять, что у 
является результатом линейных операций над х плюс статистиче- 
ски независимый шум п (который учитывает и нелинейные эф- 
фекты), т. е. 

у=а--бх- п. (3.9) 

В этом случае линейный вклад х в дисперсию и, который обо- 
значим через 0?,.„, равен 

2 — ne 2 O* 2x =P Oy (3.10) 

Другими словами, квадрат коэффициента корреляции между х 
И у определяет, какая доля дисперсии у внесена линейной за- 
висимостью от х. Следовательно, вклад всех остальных факто- 
ров (включая и нелинейные) в дисперсию у равен 

2 — 2 2 O* in = (1—p*,,) 9°, (3.11) 

Соотнощение (3.10}, KoTOpoe иногда называется соотношени- 
ем для линейно обусловленной мощности (выхода), доказыва- 
ется следующим образом. Из уравнения (3.9) находим диспер- 
сию у в предположении, что шум п имеет нулевое среднее: 

0", Е [(y—p,) I=E [{6 (x—p,) -- 2)" = 
== E[b* (x—p,)?4- 2b (x—p,) n--n?] = b%0", + 07,, (3.12) 

Очевидно, что в формуле (3.12) 6202, представляет собой вклад 
х в дисперсию у, а о„? — вклад п, поэтому 

0°:, — 50”, О”: — 0”. (3. 1 3) 

Ковариация х и и задается соотношением (3.2): 

Oy =E [(х— и) (иИ—ш,)1=Е [(х— в, {6 (*— в) = 
== bE [(x—,)*]=bo,?. (3.14) 

Из формул (3.4) и (3.13) следует, что 
62 4 

07.0", — agi 0°, — 620, = O yxy 

как и утверждается в (3.10). Далее из формулы (3.12) полу- 
чаем 

2 2 He 212 12 

что доказывает справедливость равенства (3.11).
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3.1.2. Обобщение на случайные процессы 

Пусть теперь интересующие нас данные являются результа- 
тами измерения двух случайных процессов {х(Ё)} и {и(Ё)} в не- 
прерывном времени, которые предполагаются стационарными и 
эргодическими, так что их можно описать индивидуальгыми 
реализациями х(Г) н иу(1). Введенное в предыдущем разделе 
понятие корреляции можно применить и в этом случае, если 
только ввести дополнительную переменную т — запаздывание 
у(Г) относительно х(Ё. Как уже отмечалось в гл. 1, в зависи- 
мости от условий задачи вместо времени может фигурировать 
любая другая независимая переменная, например расстояние. 

По аналогни с формулой (3.2) определим корреляционную 
функцию х(Г) и у(Г) для произвольпого сдвига времени т как 

Си (т) =Е Цх (О —ь} {и (т) —Ф вы, = 
Г 

lim |5 -—ь) (y¢+1)—p,] d=R,,(t)— bby (3.15) 
Т-со 9 

T 

где Rey (t= him = | хит) 4. (3.16) 
i 

В общем случае, когда процессы {х(№} ин {y(t)} различны, 
Юх,(т) из (3.16) называется взаимной ковариационной функци- 
ей х(Ё) иу(Ё. В частном случае {у (1) }={х(#)} 

Tt 

Cog (t) = lim a [fx ()— nd fx -+1)— a) dt =R,, ()— ws (8.17) 
° T 

где Rex (0) = him = ( x(t) x(t--) dé (3.18) 

называется ковариационной функцией х(Р). Следует отметить, 
что в некоторых работах коварниационной функцией называют 
величину, определенную в (3.15)0. Поскольку эти две функции 
связаны соотношением Ryy({t)=Cey(t)+prepty, TO К»х,(т)= 
=C,,(t), CCH только средние обоих случайных процессов рав- 
ны пулю. 

По определению коварнационная функция — всегда четная 
функция т, т. е. 

R,, (—t)=Ryy (1). (3.19) 

') В переводе применяется терминология, принятая в отечественисй ли- 
тературе. — //рил. перев.
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В то же время взаимная ковариационная функция не обладает 
свойством четности или нечетности, но удовлетворяет соотно- 
шению 

R,, (—) =R,, (1). (3.20) 
Из формул (2.27) — (2.29) следует, что значение ковариацион- 
ной функции в нуле равно среднему квадрату процесса, т. е. 

Ких (0) =, —0",-Н ре, (3.21) 

Если случайный процесс не содержит иных детермипированных 
компонент, кроме ненулевого среднего, то с ростом т ковариа- 

  

      т 
  

Рис. 3.2. Свойства ковариационной и корреляционной функций. 

ционная функция стремится к квадрату среднего, т. е. 

R,,. (co) = *,- (3.22) 

Рис. 3.2 иллюстрирует эти свойства корреляционной и ковариа- 
ционной функций. 

Способом, подобным использованному при доказательстве 
соотношения (3.4), можно показать, что для взаимной кова- 
риационной функции имеет место неравенство 

|8 „„ (©) |< УК, RO), (3.23) 
называемое неравенством для взаимных ковариационных функ- 
ций. Это же неравенство справедливо и для корреляционных и 
взаимных корреляционных функций и позволяет ввести норми- 
рованную корреляционную функцию 

      Схи (1) — Кху (т) — Ихйу (3. 24) 

У Слх (0) Cyy 0) V [Rex (0) — p?,] [Ry, (Q) — py? J 

причем |рху(т) |< 1 для всех т. Соотношение (3.20) показыва- 
ет, что взаимная ковариационная функция, вообще говоря, не 

б„,(т) — 

') С учетом соотношений (3.17) и (3.18). — Прим. перев.
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ABAAeTCA UeTHOH, a Rey (0) He CBA3aHa KAKHM-HOO определенным 
образом со средним квадратом реализаций. График типичной 
взаимной ковариационной функции приведен на рис. 3.3. 

Rey (т) А 

0 т 
=_=“ 

Рис. 3.3. Типичная взаимная ковариационная функция. 

  
3.2. Спектральные плотности 

Как уже отмечалось, спектральную плотность можно ввести 
как преобразование Фурье ковариационной функции. Однако 
ее можно определить и посредством обобщенного анализа 
Фурье или же в терминах более близкой к практике аналоговой 
фильтрации. 

3.2(. Определение спектральной плотности 
через ковариационную функцию 

Спектральная плотность двух реализаций х({) и и(Ё) ста- 
ционарных эргодических случайных процессов {х(#)} и {y(t)} on- 
ределяется как преобразование Фурье их ковариационной 
функции: 

Sy N= | Rey ем. (3.25) 

В общем случае процессы х(Ё) и y(t) pa3snuuHnr u Syxy(f) из 
(3.25) называется взаимной спектральной плотностью или, 
проще говоря, взаимным спектром x(t) и у(Ё). В частном слу- 

uae {y(t)}={x(t)} 

S..()= | R,, (1) e204 к. (3.26)
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И Эхх([) называется спектральной плотностью или спектром 
х(Г), а иногда, главным образом в теории связи, — спектраль- 
ной плотностью мощности? в силу ряда исторических причин. 

Спектральные плотности в. (3.25) и (3.26) определены для 
всех частот, как положительных, так и отрицательных, и, чтобы 
подчеркнуть этот факт, мы будем называть их двусторонними 
спектрами. Из свойств симметрии ковариационных функций, 
описываемых соотношениями (3.19) и (3.20), следует, что 

хх (—= Ох (f), (3.27) 

Sy (—f) — S* хи (f) — Sux (f). (3.28) 

Двусторонние спектральные плотности удобны для аналитиче- 
ского изучения, но практически удобнее иметь дело со спект- 
рами, определенными только для неотрицательных частот. Та- 
кие спектры называются односторонними и, как следует из 
формул (3.25) и (3.26), задаются следующим образом: 

25, (f)=2 | R,, (tye de, Ff > 0, 
6. =} 5 (3.29) 

|0, |<0. 

28,4 (f=2 | R, (te? dt, f>0, 
G.. (=I ©. (3.30) 

|0, f<o.   
Всюду в этой книге при рассмотрении прикладных задач будем 
пользоваться односторонними спектрами и обозначать их как 
С (р), а при теоретическом анализе — двусторонними спектрами 
и обозначать их как 5(Г). Связь между ними дается соотноше- 
нием (3.30), а рис. 3.4 иллюстрирует эту связь. 

Так как ковариационные функции всегда четные функции TF, 
то очевидно, что спектры задаются только действительной 
частью преобразования Фурье (3.26). Поэтому 

С (Р=2 | R.., (t) cos 2nftdt = (| R(t) cos 2nftdt. (3.31) 
—co 0 

Обратное преобразование дает, естественно, ковариационную 
функцию 

В, (= [5 (f) feats df — (6, (f) cos Qrfrdf. (3.32) 
—co 0 

  

') Иногда говорят также ‹«автоспектральная плотность» или ‹«авто- 

спектр». — Прим. перев.
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Из уравнений (3.21) и (3.32) при т=0 получаем 

К. (0) = | б.р, 0-й, (3.33) 
0 

Другими словами, общая площадь под графиком спектральной 
плотности равна сумме дисперсии процесса и квадрата его сред- 

  
    

Рис. 3.4. Односторонияя и двусторонняя спектральные плотности, ‘ 

него значения. Далее, из формулы (3.17) следует, что 

R,.(Q=C,, (t)-+F be (3.34) 
и с учетом соотношения (3.26) получаем 

5 (= | С (ем -ыа, (, (3.35) 

где 9(Г) — дельта-функция, определенная в разд. 1.2.4. Следо- 
вательно, ненулевое среднее значение входит в спектральную 
плотность как дельта-функция при [=0 с масштабирующим 
множителем ц»?. Наконец, площадь под графиком спектра, зз- 
ключенная между двумя произвольными значениями частоты 
Н и р, равна среднему квадрату процесса в этой полосе частот 
спектра, т. е. 

fa 
We (ty f=) Cox (PA. (3.36) 

fx 

Рис. 3.5 иллюстрирует эти свойства спектральной плотности. 
Взаимная ковариационная функция А‚,(т) равна обратно- 

му преобразованию Фурье двустороннего взаимного спектра
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5ху(Г) из формулы (3.25), т. е. 

в, ®= | S., (f) e220 df. (3.37) 

В случае одностороннего cnektTpa G;,,(f) соотношение (3.25) 
принимает вид 

Gy (Q=2 | Ry eH ar =C,, (iQ. = 39) 

Gxx(f) 

hi Е 

     
    

= he. 
NSA Ne 4 
| к (7 , or x 

о |. ` ©. - г 

fy 

Рис. 3.5. Свойства спектральной плотностн. 

Действительная часть 

C,, (=2 | Rey (x) cos 2nftdr. (3.39a) 

называется коспектральной плотностью или, кратко, коспект- 
ром, а мнимая часть 

9, (Р=2 | К, (т) sin 2nftdt. (3.396) 

называется квадратурной спектральной плотностью или квад- 
ратирным спектром. Через Сх,(Т) и О.,(Г) соотношение (3.37) 
записывается следующим образом: 

Ки, (=, [ С, (ре а, Gy (De P df= 

— ={ [C,, (f) cos 2nft-+-Q,., (f) sin 2nft] df. (3.40)
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Заметим, что, зная Cry(f), MOKHO HalitH Rxy(0). Yao6uo (Hu 06- 
щепринято на практике) выражать взаимные спектры через 
модуль и фазовый угол следующим образом: 

  

„(р =|6„„ (О |е “=, (3.41) 

где 

[G4 A |=V Cry +27, (A), (3.4 1a) 

0..y (f) =arctg [Q., (A)/Cxy (FI (3.416) 

График типичной взаимной спектральной плотности приведен 
на рис. 3.6. 

бе A bxy(f) 

    Е г 

а б 

Рис. 3.6. Типичная взаимная спектральная плотность. 
а — модуль; б — фаза. 

    

Знаки С,и(Р) и О,,(Г) могут быть положительными или от- 
рицательными и определяют квадрант, в котором находится фа- 
зовый угол 0,,({). Эти знаки, кроме того, определяют, следует 
ли процесс у(Р) за х(К, т. е. выполняется ли соотношение 
и(1) =х([--т) при некотором ло>0 — положительном запазды- 
вании сигнала, передаваемого из точки х в точку у на часто- 
те [. Если сигналы в этих двух точках измеряются в одной шка- 
ле времени, то из равенства и(Г) =х(Е—т0) следует, что и(0) 
вызвано х(—\5), а иу(<о} вызвано х(0}. Положительное значе- 
ние 9»,({Г) соответствует запаздыванию y(f) относительно х(Ё) 
на частоте |, тогда как отрицательное значение 0,,({) указы- 
вает, что и(Ё) опережает х({) на частоте f. 

Модуль взаимного спектра входит в важное неравенство 
для взаимных спектров 

IG. P< Gf) Gy (). (3.42) 

Это неравенство, которое будет доказано в следующем разделе, 
аналогично неравенству для взаимных ковариационных функ-
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ций (3.23) и позволяет определить функцию когерентности 

2 __ | Gry (f) |2 “aja 
То = „о, 0<1,„@<1, (3.43) 

которая аналогична квадрату нормированной корреляциопной 
функции, определенной в (3.24)П. Как мы увидим ниже, функ- 
ция когерентности (иногда называемая квадратом когерентно- 
сти) играет в приложениях более значительную роль, чем 
нормированная корреляциоппая функция. 

3.2.2. Определение спектральных плотностей посредством 
преобразования Фурье 

Второй способ введения спектральных плотностей — это не- 
посредственное преобразование Фурье случайных процессов. 
Пусть {х(Ё)} и {и(1)} — два стационарных эргодических случай- 
ных процесса. Фипитные преобразования Фурье К-х реализаций 
длины Г каждого процесса определяются в виде 

T 

x, (ff, T)= \ x, (t) e— ia df, 
0 

(3.44) 
T 

VG, T)={ yn erat dt. 
0 

Двусторонняя взаимная спектральная плотность этих двух слу- 
чайных процессов определяется тогда с использованием Х*У, 
но не ХУ*, соотношением 

Sey (lim Fe EX" (TV ¥ AG TM (3.45) 
где оператор математического ожидания Е обозначает опера- 
цию усреднения по индексу Е. Односторонние взаимные спект- 
ральные и спектральные плотности определяются следующим 
образом: 

Gay ()=lim F-ELX,* (FT) Yells Th (3.46) 

G., (J=lim F-E1|Xy (1,7) Pl. (3.47) 
@MyuKunH Sxy(f), Sxx(f), Gey(f) u Gxx(f), ompeneneHuble форму- 
лами (3.45) — (3.47), идентичны соответствующим функциям, 

  

1} Эта аналогия действительно существует, но нужно помнить, что функ- 
ция когерентности зависит от частоты. — Прим. перев. 

5—56!
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определенным соотношениями (3.25), (3.26), (3.29) и (3.30) как 
преобразования Фурье ковариационных функций. Это утверж- 
дение обычно называется теоремой Винера — Хинчина. Дока- 
зательство этой теоремы можно найти в работе [3.1]. Следо- 
вательно, все соотношения и свойства, приведенные в разд. 
3.2.1, справедливы и в этом случае. 

Используя определение спектральной плотности (3.45), 
можно доказать неравенство (3.42) для взаимных спектров сле- 
дующим образом. Если заданы финитные преобразования 
Фурье вида (3.44), то для любых действительных чисел а и 6 
и фазы взаимного спектра 9,,(7) выполняется неравенство 

+ Е Цах, (, ТУ--ЬУ, (т) и 0. = (3.48) 
Раскрывая выражение в скобках, получаем 

AB [at] X,(f, T)P-LabX,* (fT) ¥ 4 (f, Te OE 
-- ах» (р, Т)У,* (ЬТ)е Кю, (Г, Т)] 20. — (3.49) 

Переход к пределу в (3.49) при Т-—со дает с учетом (3.45) 

2S... ()+ab [S,, pe O+S,, fe Pu ?]+6°S,,(f) > 0. (3.50) 
Но в силу соотношения (3.28) Syx(f) =S*xy(f), MOsTOMY 

Зи (= Зи (Ве, „(= ие. (3.51) 
Подставляя выражения (3.51) в формулу (3.50), получаем 

a*S., (f)-+ 2ab|S,,, (A |--0°S,, (f) > 0. (3.52) 

Tlonowus b=40, pasnenum o6e uacTH HepaBeHctsa (3.52) na 6?, 
В результате придем к неравенству 

(215)? (0-2 (16) |5„„ 9+5, @ > 0, (3.53) 
левая часть которого есть квадратное уравнение относительно 
а/6, не имеющее действительных различных корней, которое 
аналогично уравнению (3.7) в доказательстве неравенства для 
взаимных ковариационных функций. Дискриминант этого урав- 
нения также не может быть положительным, т. е. 

4 | Зухи (f) P?— 45, (f) Syy (f) > 0, (3.54) 

[хи (f) р > Sux (f) Sy (f). (3.55) 

Из формул (3.29) и (3.30) следует 

| С {р ? < С, (Г) О (f), 

что и доказывает справедливость соотношений (3.42) и (3.43). 

откуда
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3.2.3. Определение спектральных плотностей посредством 
аналоговой фильтрации 

До широкого внедрения в практику цифровых способов об- 

аботки сигналов спектральные плотности, главным образом 

автоспектры, оценивались при помощи аналоговых анализато- 
ров так, как схематично показано па рис. 3.7. Многие устрой- 
ства подобного типа все еще используются. Принцип их дейст- 
вия состоит в следующем. Реализация случайного процесса 
х(Ё) проходит через узкополосный фильтр с полосой пропуска- 

    
  

    

| . 
. x \ d р 7 > и и 4 2 

x(t} SNONONOCHDILE GTI rif AF, t) |Beseecenue | бл (Е, ВР) Деление (г) 

——эг полосой пропиуснания © в лвайротт а лхг Г > 

ДРи частоты среза ГР м исвебиение]               
    

Рис. 3.7. Определение спектральной плотности при помощи аналоговой 
фильтрации. 

ния АЁ и изменяемой частотой среза {. Выходной сигнал этого 
фильтра х(|, ДЁ, Ё) возводится в квадрат, усредняется по време- 
ни И делится па Af; np этом получается оценка спектральной 
плотности вида 

T 
^ —__ 1 о 

б,„=-Ат | (ЕАО. (3.56) 
0 

Если в оценке (3.56) перейти к пределу при Т—>со, Af—>0 
так, что (АГ —со, то в результате получим одностороннюю 
спектральную плотность, определенную ранее формулами (3.30) 
и (3.47) т.е. 

, - 
. 1 г lim = | x2 (f, Af, t) dt |. (3.57) 

0 

. ] - 
G..(fy=lim —> 

хх (1 А Af 

> 

Справедливость этого равенства доказывается в работе [3.1]. 

3.3. Общие интерпретации 

Последующие главы этой книги посвящены непосредствен- 
но применениям корреляционных функций и спектральных 
плотностей к различным инженерным задачам. Сводка общих 
интерпретаций этих функций представляет собой полезное вве- 
дение в этот материал. Типичные единицы измерения некото- 
рых важных величин приведены в табл. 3.1. 
5e
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Таблица 31 
Основные величины н типичные единицы их измерения 
  

  

Величина Единица измерения 

t, At, t Секунда (или другие подходящие 
единицы) 

х(1), (1) Bonet (или другие подходящие еди- 
ницы} 

В, Вс, В, Герц 

Cyx(T), Cyxy(T) (Вольт)? 

р, А} Герц 

Gxx(f), | Gey(f) | 

Ryx(T), Rx, (T) 

Sex(f), [Sxy(F) | 
Г, Тобщ 

X(f, T), Y(f, T) 
IX(f, T)1?, [YC Т) |? 

Vxy(f); | ¥xy(f) | 

Eb, Er, Е 

Ox,(f) 

Их, Ну 

Pxy» Oxy(T) 

О 079, Oxy 

1х ’ py   
(Bont)? - (Cekynza) = (Bonpr)2/Tepu 

(Вольт)? 

(Вольт)? - (Секунда) = (Вольт) ?/Герц 

Секунда 

(Вольт) . (Секунда) 

(Вольт)?: (Секунда)? 

Безразмерная 

Безразмермая 

Радиан 

Вольт 

Безразмерная 

(Вольт)? 

(Вольт)? 
  

3.3.1. Ковариационные функции 

Ковариационная фупкция случайного процесса обычно ин- 
терпретируется как мера того, в какой степени знание прошлого 
случайного процесса позволяет предсказать его будущее. Разу- 
меется, если известна плотность случайного процесса p(x), TO, 
как показано в разд. 2.1.2, всегда можно определить вероят- 
ность того, что его будущие значения попадут в заданный ин- 
тервал. Однако если коварнационная функция при данном 
сдвиге т отлична от м? (или отлична от нуля, если p=0), TO 
можно надеяться, что знание поведения реализации процесса 
x(t) на интервале О<{=Т позволит улучшить прогноз x(t) 
для момента времени #=Т--т по сравнению с общими вероят- 
ностными утверждениями, которые можно сделать на основе 
знания р(х). Чтобы показать это, рассмотрим четыре общих ти- 
па случайных процессов, которые часто встречаются на прак-
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x(t) 

x(2) a 

  

  
  Л 

Рис. 3.8. Четыре примера реализаций случайных процессов. 
а — гармонический процесс; б — гармонический процесс плюс случайный шум; в — узко- 

полосный случайный шум; г — широкополосный случайный шум. 

тике: а) гармонический процесс; 6) гармонический процесс 
плюс широкополосный случайный шум; в) узкополосный слу- 
чайный шум; г) широкополосный случайный шум. Типичные 
реализации этих процессов приведены на рис. 3.8. 

Рассмотрим сначала гармонический процесс, реализация ко- 
торого показана на рис. 3.8, а. Его можно представить как ста- 
ционарный эргодический случайный процесс с реализациями 

x, ()=X sin (2nf,t+-8,), (3.58) 

где 6, pacnpenenenbl paBHOMepHO Ha uHuHTepBase [0, 2x], T. e. 

р (0)=1/2л, 0<0< 2м. (3.59) 

Согласно формуле (3.15), ковариационная функция гармониче- 
ского процесса определяется как 

К, (9 = Еф, (9 ж E+ OI. (3.60)
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Подставляя выражение (3.58) и усредняя по 0 с учетом (3.59), 
получаем 

Ont 

R.,, (t) = (X2/2n) | sin (Эл 0) эт [2лу, (1-5) -- 6] а0 = 
0 

—=(Х 2/2) со 2nf,t. (3.61) 

Следовательно, ковариационная функция гармонического про- 
цесса есть косинусоида (рис. 3.9, а), амплитуда которой рав- 
на среднему квадрату гармонического процесса. Главный вы- 
вод, который следует из вышеизложенного, заключается в том, 
что огибающая ковариационной функции гармонического про- 
цесса не зависит от сдвига времени; это наводит на мысль, что 
знание прошлого такого процесса позволяет точно предсказать 
его будущее. И действительно, возвращаясь к рис. 3.8, а, мы 

Rrx(T) 

AA AA AA 
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Кхх (т) 
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VV We YM 

у я 

  
с 

Рис. 3.9. Идеализированные ковариационные функции. 
а — гармоннческий процесс; б — гармонический процесс в случайном шуме; в — узкопо- 

лосный случайный шум; г — шнрокополосный случайный шум.
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видим, что, наблюдая реализацию такого процесса на отрезке 
длины Т, легко предсказать точное значенне этой реализации 
для любого момента времени в будущем в предположении, 
что процесс остается стационарным. 

Рассмотрим теперь широкополосный случайный шум, одна 
из реализаций которого изображена на рис. 3.8,г. Предполо- 
жим, что его спектральная плотность постоянна в широкой по- 
лосе частот В, т. е. 

G, O<f<B; G..() =| тов 
Тогда из формулы (3.32) следует, что его ковариационная 
функция имеет вид 

B 

R,,, (t) =| Geos 2nftdf-=GB {Si 228t\ (3.63) т | COS ZIT/T ( } 

(3.62) 

20 8T 

Как видно из рис. 3.9, 2, эта ковариационная функция убывает 
очень быстро, первый раз пересекая ось абсцисс в точке т= 
=1/(2В). Напрашивается вывод, что в этом случае знание по- 
ведения процесса в прошлом (от 0 до Г) мало что дает для 
предсказания его будущего, кроме ближайших к концу HHTep- 
зала наблюдения моментов времени, а именно отстоящих не 
далее чем на 1/(2В) от конца интервала наблюдения. Из 
рис. 3.8,г видно, что этот вывод находится в согласии с видом 
реализаций широкополосного случайного шума, т. е. хаотиче- 
ский характер этих реализаций позволяет существенно улуч- 
шить прогноз значений процесса на основе наблюдений его 
прошлого только для ближайшего будущего. 

Обращаясь к узкополосному процессу, ограничимся иде- 
альным случаем, когда спектральная плотность постоянна в 
узкой полосе частот В с центром в fo, T. e. 

6..0=| Ц, ^— В/2 < [< fot 8/2; (3.64) 
O B остальных случаях. 

Используя снова соотношение (3.32), получим ковариационную 
функцию для этого случая 

R,, (t)=GB (яве) соз Элфл. (3.65) 

Как видно из рис. 3.9, в, огибающая этой ковариационной функ- 
ции убывает медленно, поскольку В мало, и первый раз пере- 
секает ось абсцисс в точке т=1/В. Это дает основание считать, 
что знание реализации процесса от 0 до Т может помочь 
предсказать будущие значения процесса х({), правда, с умень- 
игающейся точностью. То, что это действительно так, следует из
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почти пернодического характера реализаций. Медленное изме- 
нение огибающей реализации позволяет улучшить прогноз, но 
чем дальше это будущее, тем хуже будет прогноз из-за слу- 
чайных колебаний этой огибающей. 

Рассмотрим, паконец, гармонический процесс в случайном 
широкополосном шуме. На рис. 3.8,6 представлена типичная 
реализация такого процесса. В этом случае ковариационная 
функция равна сумме ковариационных функций гармоническо- 
го процесса и широкополосного шума, задаваемых формулами 
(3.61) и (3.63) соответственно, т. е. 

Х? in 2° 
Вх (= c0s 2nf,t-+-GB [яв °)- (3.66) 

где Х — амплитуда гармонического процесса, С — спектраль- 
ная плотность шума. Характерный график такой ковариацион- 
ной функции представлен на рис. 3.9, 6. Заметим, что коварниа- 
ционная функция быстро сходится к косинусоидальному члену, 
соответствующему гармонической составляющей процесса. Это 
позволяет заключить, что прогноз на отдаленное будущее воз- 
можен с большей точностью по сравнению с прогнозом, сделан- 
ным на основе знания только плотности вероятности. Из 
рис. 3.8, 6 видно, что это заключение находится в согласии с 
характером реализаций процесса. 

Ковариациониые функции можно интерпретировать также и 
с помощью доминирующих частот процесса, но информацию 
Такого рода удобнее получать из спектральных плотностей. Не 
следует также забывать о важных для общей интерпретации 
ковариационных функций соотношениях (3.21) и (3.22), связы- 
вающих ковариационные функции со средним квадратом по 
всей полосе частот, средним значением и дисперсией случай- 
ного процесса. Наконец, важно знать, что ковариационная 
функция не содержит никакой информации о фазе. Например, 
ковариационная функция гармонического процесса (3.61) есть 
косинусоида, фаза которой равна нулю независимо от началь- 
ной фазы гармонического процесса. 

3.3.2. Спектральные плотности 

Поскольку спектральная плотность является функцией час- 
тоты, то обычно она интерпретируется как распределение сред- 
него квадрата процесса по частотам, т. е. как скорость измене- 
ния среднего квадрата в зависимости от частоты. Ключевое со- 
отношение для интерпретации дается равенством (3.26), а 
именно 

fo 

= 6.4 (3.67) 
| hh



Корреляционные функции и спектральные плотности 73 
  

где 1рх? (|, [2) есть средний квадрат процесса в полосе частот 
(1, 2). Для иллюстрации этого важного свойства рассмотрим 
опять четыре типа случайных процессов, реализации которых 
изображены на рис. 3.8. Спектры данных процессов показаны 
на рис. 3.10. Полезно срав- 
нить эти спектральные плот- Cxz(F) 
ности с соответствующими 
ковариационными Ффункция- 
мн (рис. 3.9). 

Обратимся сначала к г 
гармоническому — процессу. п   

  

      

  

      

  

      

1 Как следует из формул у > Р 
{3.31) и (3.61), его спект- Caaf) a 
ральная плотность имеет | 
ВИД 

со ye | , 

G == 4 {> x хх (f) , о 0 Е, R 

р Grx(f) 0 

X cos 2nft cos 2nftdt =—— x 

х5(—!), (3.68) ; 
где 5({—|) — дельта-функ- ›, А 
ция, находящаяся в точке 0 fo BY “a fo + Bie 
{=р (рис. 3.10, а). По опре-  &x2(f) | 
делению дельта-функции из 
разд. 1.2.4 

С __ CO, f=f,: Е . 

хх р == 0 ВА 

? i Fe hee С 2 В 

(3.69) р 
ис. 3.10. Идеализированные спектраль- 

foe а ные плотности. 
С (f) dpa а — гармонический процесс; 6 — гармонический 

хх — 9»? процесс в случайном шуме; в — узкополосный 
случайный шум; г — широкополосный случай“ 

fo—e ный шум. 
тде =-— сколь угодно малое 
положительное число. Та- 
ким образом, весь средний квадрат гармонического процесса, 
равный 1р»?=Х?/2, сосредоточен на единственной частоте }=ро- 
Такой процесс обычно подсказывает существование циклическо- 
то физического явления. Конечно, идеальная спектральная плот- 
ность (3.68) никогда не реализуется, поскольку не существует 
таких явлений, которые бы описывались идеальной синусоидой 
на всем временном интервале. Тем не менее спектральная плот- 
ность (3.68) служит хорошим приближением многих цикличе- 
ских явлений, например вибрационных явлений во вращающих-
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ся механизмах или акустического шума, порождаемого вентиля- 
тором. 

Перейдем теперь к широкополосному шуму, спектральная 
плотность которого определена формулой (3.62), а график пзо- 
бражен на рис. 3.10,г. Общая интерпретация такого процесса 
очевидна. Средний квадрат процесса распределен равномерно 
по широкой полосе частот, что свидетельствует о полной слу- 
чайности явления; примером может служнть турбулентность. 
Случайный процесс, спектральная плотность которого равно- 
мерно распределена на полосе частот от 0 до В, называется 
ограниченным по частоте белым шумом (рис. 3.10,г). На прак- 
тике обычно наблюдаются некоторые колебания спеклральной 
плотности, но идеальный ограниченный по частоте белый шум 
является хорошим средством в теоретических исследованиях и 
приложениях и будет ислользоваться в последующих главах. 

Средний квадрат узкополосного шума равномерно распреде- 
лен в узкой полосе частот, а не сосредоточен на одной частоте, 
как в случае гармонического процесса. График спектральной 
плотности такого процесса изображен на рис. 3.10, в, а сама 
она определена формулами (3.64) и является, конечно, идеали- 
зацней, которая в некоторых случаях все же может быть ис- 
пользована на практике как приближение первого порядка. 
Более реалистичные узкополосные спектральные плотности, хо- 
рошо описывающие реакцию некоторых конструкций, булут 
построены в ГЛ. 5. 

Когда гармонический процесс смешивается с широкополос- 
ным шумом, то результирующий спектр равен сумме спектров, 
слагаемых (рис. 3.10,6). Обычно это указывает на то, что цик- 
лнческое явление наблюдается на случайном фоне. На прак- 
тике часто бывает трудно отличить этот случай от узкополос- 
ного шума из-за конечной разрешающей способности анализа 
случайных процессов (см. разд. 3.4.2). 

3.3.3. Взаимные ковариационные функции 

Наиболее простую интерпретацию взаимных ковариацион- 
ных функций можно получить при решении задач, связанных с 
анализом распространения сигнала. Пусть некоторый физиче- 
ский процесс х({) распространяется по бездисперсному линей- 
ному тракту, смешивается со статистически независимым от 
него шумом п([) и вызывает наблюдаемую реакцию y(t) 
(рис. 3.11). В этом простом случае частотная характеристика 
тракта равна константе (Н(})=Н) и если 4— длина пути, 
а с — скорость распространения, то 

y (t) = Hx (f— (d/c))+-n ©.
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Из равенств (3.16) и (3.18) получаем 

T 
. 1 d 

Rey (1) = him т. \ x(t) | Hx (#— ее |a= 
б 

—HR,, =) (3.71) 

Другими словами, в этом идеальном случае взаимная кова- 
риационная функция равна ковариационной функции х(Ь), 

n(t) 

  

x(t) Бездисперсный y(t) 
— 

тракт 
      

Рис. 3.11. Модель бездисперсного распространения. 

умноженной на Н и смещенной во времени так, что ее пик при- 
ходится на точку т, =а/с. Следовательно, если известна одна из 
величин — расстояние 4 или скорость с, то другая может быть 
определена по взаимной ковариационной функции. Более того, 
соотношение для линейно обусловленной мощиости выходного 
сигнала (3.10) и определение нормированной корреляционной 
функции (3.24) позволяют определить полный вклад процесса 
х(1) в дисперсию и(1): 

  

  

GO? x= Px, (d/c) 0", rae (3.72) 

р? (=) — [Rey (d/c) — uxtty]? — H2 Oty 

*Y\ ¢ [Rex (0) —p? x] [Ryy (0) — 27 y] 0? ° 

Таким образом, взаимная ковариационная функция позволяет 
установить, какую долю энергии вносит x(t) в y(t). 

Приведенная выше ннтерпретация взаимной ковариацион- 
ной функции сразу ведет к приложениям, включающим задачи 
локализации (определение 4 при данном с) и измерения скоро- 
сти (определение с при дапном 4). Задачи такого типа рассмот- 
рены в гл. 7. Особенно интересен для приложений случай, ког- 
да х([) может проходить по нескольким трактам, но наблюда- 
ется лишь суммарная реакция и#(1). Предполагая, что процесс 
распространения сигнала широкополосный и бездисперсный 
(скорость не зависит от частоты}, можно показать, что взаим- 
ная ковариационная функция имеет набор пиков, каждый из 
которых соответствует одному из трактов распространения про- 
цесса (рис. 3.12). Подробно приложения этого типа рассматри- 
заются в гл. 6. Взаимные ковариационные функции могут быть
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Рис. 3.12. Типичная взаимная ковариационная функция в случае бездисперсно- 
го распространения по нескольким трактам. 
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Рис. 3.13. Типичная взаимная ковариацнонная функция в случае бездисперсно- 
го распространения из нескольких источников.
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также использованы для определения вклада каждого из не- 
скольких независимых источников возбуждения в суммарный 
наблюдаемый эффект (рис. 3.13), но задачи такого рода обыч- 
но исследуются методами спектрального анализа. 

3.3.4. Взаимные спектральные плотности 

Взанмные ковариационные функции и взаимные спектраль- 
ные плотности интерпретируются сходным образом, но послед- 
ние дают желаемые результаты в виде функции от частоты, а 
не через точечные моменты. Этот факт очень сильно расширя- 
ет днапазон возможных интерпретаций и в последние годы при- 
вел к росту применений спектрального анализа к инженерным 
задачам в тех областях, где ранее использовались корреляци- 
онные методы. 

Для иллюстрации общей интерпретации взаимных спект- 
ральных плотностей рассмотрим простую задачу распростране- 
ния сигнала в бездисперсной среде (рис. 3.11). В гл. 4 будет 
показано, что взаимная спектральная плотность входного сиг- 
нала х(1) и выходного сигнала у(1) подобна взаимной ковариа- 
ционной функции, заданной формулой (3.71), и имеет вид 

Guy (DH (f) Gy () = HG, (P) e-Pmteee, (3.73) 
Таким образом, время распространения т, =а/с входит во вза- 
имную спектральную плотность как линейный фазовый сдвиг в 
соответствии с формулой (3.41): 

0, , (f) = 2mft, = 2л7 (4/5). (3.74) 

Важным преимуществом взаимного спектрального анализа по 
сравнению с корреляционным является то, что для получения 
значимых результатов не надо требовать, чтобы среда была 
бездисперсной. При фиксированном расстоянии 4 скорость 
распространения сигнала с вычисляется как функция { по фор- 
муле 

c (f) = 2nfd/0,, (f), (3.75) 

где 0,,(?) задается в радианах и не обязательно JIHNeHIO 3aBH- 
сит от частоты. 

Корреляционный анализ имеет определенные преимущества 
по сравнению со спектральными методами при решении задач 
идентификации трактов тнпа иллюстрированной рис. 3.12 (см. 
гл. 6). Но при решении задач локализации источников типа ил- 
люстрированной рис. 3.13 в настоящее время почти исключи- 
тельно используются методы спектрального анализа. Спектраль- 
ным аналогом соотношения для линейно обусловленной мощ-
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ности выходного сигнала (3.71) служит соотношение для коге- 
рентного спектра выхода 

Giz =1@ С. (3.76) 

Использование функции когерентности вместо нормированной 
корреляционной функции позволяет оценить вклад входного 
сигнала x(t) в измеряемый сигнал и(ЁР) как функцию от f, 
а не через точечные моменты. Приложения этого типа рассмат- 
риваются в гл. 9. Наконец, спектральные плотности дают удоб- 
ные средства для прямого оценивания свойств физических си- 
стем по наблюдениям над величинами на входе и выходе, кото- 
рые легко распространяются на многомерные системы. Эти во- 
просы исследуются в гл. 4 иб, а более сложные применения — 
в гл. 8 и 10. 

3.4. Способы оценивания и ошибки 

Способы оценивания ковариационных фупкций и спектраль- 
ных плотностей при помощи аналоговых устройств и цифровых 
ЭВМ детально описаны в [3.1]. Здесь же оценивание рассмат- 
ривается с точки зрения возможных ошибок. Все оценки при- 
водятся в виде выражений, содержащих интегралы, которые 
легко заменить суммами и тем самым преобразовать к внду, 
удобному для вычисления на ЦВМ. Нужно только обратить 
внимание на следующие замечания, связанные с особенностями 
выборок из случайных процессов, о которых говорилось в 
разд. 1.2.3. Во-первых, непрерывная реализация длины Т пре- 
вращается в последовательность Л равноотстоящих выбороч- 
ных значений без существенной потери информации, если 

М> ЭВТ, (3.77) 

где В — ширина частотного спектра процесса (В измеряется в 
герцах, если Т выражается в секундах). Если разрешение по 
времени равно Аф, то 
| T=NAt. (3.78) 

Далее, самая высокая частота, которая может присутствовать 
в данных, так называемая частота Найквиста, равна 

f= 1/208, (3.79) 

где ‹ выражается в герках, если АЁ измеряется в секундах. Во 
избежание серьезных ошибок, связанных с маскировкой частот, 
перед преобразованием данных в удобную для вычислений 
форму нужно убедиться в том, что на частоты выше [‹ не при- 
ходится существенная часть переносимой случайным процессом
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энергин. Наконец, максимальное разрешение по частоте, кото- 
рое позволяет получить выборка, определяется по формуле 

Af=B,=1/T =1/jNAt, (3.80) 

где АД! выражается в герцах, если единицей измерения Ги 4 
служит секунда. 

3.4.1. Оценивание функции ковариации 

Уравнепие (3.18) дает несмещенную оценку ковариацион- 
ной функции стационарного эргодичсского случайного процесса 
{*(1)} по одной выборочной функцнн х(#), О<ФЕ<Т, а именно 

T—T 

Rex ()=7 | х (Ех (1-Е т) dt. (3.81) 

0 

Аналогично из уравнения (3.16) получаем несмещенную оценку 
взаимпой ковариациоипной функции двух стационарных эргоди- 
ческих процессов {х(1)} и {и(#)}} по двум реализациям x(t) и 
y(t), измерепным на одном и TOM же временном интервале 
O<t=<T: 

тт 

В = | хит) 4 (3.82) 
0 

Хотя выражения (3.81) и (3.82) и дают прямой метод оценива- 
ния ковариационных функций, современные устройства цифро- 
вой обработки сигналов позволяют более эффективно оценивать 
ковариационные функции путсм вычисления финитного обрат- 
ного преобразования Фурье оценок спектральной плотности, и 
поэтому этот способ в настоящее время более распространен. 
Используя соотношения (3.32) и (3.40), получаем 

Fe 

В", (®) == | G,, (f) cos 2nfrdf, (3.83) 

0 
fe 

Re = | (C., (f) cos 2aft-+ G,., (f) sin afl df. (3.84) 
0 

roe Gxx(f), Cay(f) и О,,() — «несглаженные» оценки спектраль- 
ной, коспектральной и квадратурной плотностей соответствен- 
но. Эти оценки булут проанализированы в следующем разделе. 

Оценки ковариации АЮ‘(т), определенные выражениями 
(3.83) и (3.84), смещены из-за влияния так называемого цик-



80 Глава 3 
  | 

лического эффекта в ходе вычислений, что отмечено индексом с. 
Финитное обратное преобразование Фурье на самом деле пред- 
ставляет собой обращение ряда Фурье, в силу чего вместо же- 

лаемой оценки № (т) из формул (3.81) и (3.82) появляется цик- 

лическая оценка ковариациопной функции Ю (т), равная 

Веб В (9) ---= В (Г 9). (3.85) 

Рис. 3.14 иллюстрирует это явление. 

Re, (z) 

A 

/ 
/ 

/ as 

° NAN, 
Рис. 3.14. Циклическая коварнационная функция. 

      

Обычный способ устранепиня циклического эффекта при 
оценивании ковариации (а также взаимной ковариацнии) состоит 
в продолженни реализации x(t), O<t<T, nynem (naH же ве- 
личиной р», если последняя отлична от нуля) на дополнитель- 
ный отрезок длины Г. Другими словами, если среднее равно 
нулю, то новая реализация ®(Ё длины 2Т строится следующим 
образом: 

0) =| x), O<t<T, (3.86) 
0, T<cti< 2T, 

Ковариационпая функция, вычисленная как обратное преобра- 
зование Фурье спектра такой продолженной реализации, имеет 
вид 

. ft R(t), O<t<T; 
RS (1) = г. (3.87) 

—=— В (2Т—9) T <t< QT. 

Следовательно, требуемая коварнационная Функция и ее зер- 
кальное отражение (рис. 3.14) окажутся разделенными, как по- 
казапо на рис. 3.15. Отбрасывая значения оценки при т> ТГ, по- 
пучим оценку ковариациин на интервале О0<т=—Т с устраненным
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циклическим эффектом. Однако необходима еще одна коррек- 
ция для того, чтобы избавиться от смещения, вызванного нали- 

чием линейного коэффициента перед Ю(т) в выражении (3.87). 

В (т) 

- 
/ 

IN | in | > \ / т 
0 _—T г V/ U 

Рис. 3.15. Циклическая ковариацнопная фупкция для продолженной нулем 
реализации. 

      

Итак, несмещенная оценка Л(т) на интервале От=7 имеет 
ВИД 

&9=-—^- №0. (3.88) 

Оценка Ю (т) из формулы (3.88) статистически эквивалентна 
оценкам ковариации (3.81) и (3.82), полученным прямым пПу- 
тем. 

3.4.2. Оценивание спектральных плотностей 

Спектральные плотности можно оценивать, применяя финит- 
ное преобразование Фурье либо к ковариационным функциям 
на основе формул (3.29) и (3.30), либо непосредственно к реа- 
лизациям случайного процесса с использованием формул (3.46) 
и (3.47). С момента появления в 1965 г. алгоритмов быстрого 
преобразования Фурье [3.2] последний подход стал преобла- 
дающим. При таком подходе на практике операцию нахожде- 
ния математического ожидания в уравнениях (3.46) u (3.47) 
нужно выполнять путем оценивания спектральных величин для 
каждого набора реализаций, а затем полученные результаты 
усреднять по всем наборам. В случае стационарного эргодиче- 
ского случайного процесса требуемые наборы реализаций мож- 
но получить из одной реализации путем разбиения ее на части 
нужной длины (рис. 3.16). Если имеется пабор из па таких 
реализаций хе» (1), (Е 1)Т< ЕТ, =1, 2, ..., Па, стационарного 
эргодического случайного процесса {х(#)}, то оценка спектраль- 

6—561
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ной плотности с учетом орут (3.47) имеет вид 

G,,.\=—- 1X Of ТР. (3.89) 
т лы 

k=] 

Общая длина анализируемой реализации равна To6m—Nal. 
Аналогично для пары наборов реализаций х»(Г) и yn(t), 
(AR—1)TXt<ckT, Е=|, 2,..,Па, двух станционарных эргодиче- 

миля 
ST (Ng -1)T Ny T 

о
о
 
о
о
о
 
о
е
 

Ch
 

Рис. 3.16. Разбиение процесса на па реализаций длиной Т каждая. 

случайных процессов {x(t)} u {y(t)} на основе уравнения 
(3.46) получаем следующую оценку B3aHMHOH спектральной 
плотности: 

6 = Ух. (7, T)Y, (67), (3.90) 

где Х»(|, Т) и У»ь(р, Т) в оценках (3.89) и (3.90) — финитные 
преобразования Фурье х»({) и у»к(1), ранее определенные урав- 
нениями (3.44) и (1.27). 

Как следует из формулы (3.43), функция когерентности оце- 

нивается путем деления |Gey(f)|* Ha произведение Gyx(f) H 

Gy, (f): 

2 | Gay (A? 3 9] 

т», (= exh) Gy | (3.91) 

Если йа=1, то получается бессмысленный результат: + (|) =1 
для всех |. Заметим, что оценки (3.89) — (3.91) определены для 
дискретных значений частоты, отстоящих друг от друга на 

B,= VT, (3.92) 

где В. характеризует максимальное разрешение по частоте. 
Следует подчеркнуть, что максимальное разрешение по частоте 
определяется длиной реализации ТГ, а не общей длиной анали- 
зируемых данных Гобщ= паГ.
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Финитное преобразование Фурье, заданное выражением 
(3.44), можно рассматривать как преобразование Фурье нео- 
граниченной реализации 9({), умноженной на «прямоугольюе» 
временное окно и(Ё), т. е. 

l, O<t<T; 
(3.93) 

0 в остальных случаях. 
wo 

Другими словами, реализацию х(1) можно считать произведе- 
нием 

х(0=и (ВоВ. (3.94) 

Следовательно, преобразование Фурье х(Ё) есть свертка преоб- 
разований Dypse u(t) u v(t): 

хо =| U (a) V (f—a) da. (3.95) 

Для «прямоугольной» функции вида (3.93) в табл. 1.1 находим 
ее преобразование Фурье: 

И(=тТ (“air ) en int? , (3.96) 

Графики и(1) и |0{{)| приведены на рис. 3.17. Вид спектраль- 
ного окна |((})| имеет решающее значение для анализа. Боль- 

  

      

  

u(t) 
1! 

>t 
0 С Т 

[U(F)| 

=> Г 
-3/T -2/T -YT 0 ит ВТ 3T 

Рис. 3.17. Прямоугольное окно. 
а — временидае; 6 — спектральнае. 

шие боковые лепестки |(({)| приводят к утечке мощности на 
частотах, далеких от главного лепестка спектрального окна, и 
могут вызвать значительные искажения оцениваемых спектров, 
особенно в случае гармонических или узкополосных процессов, 

б®
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Для того чтобы избежать этого, па практике используют вре- 
менные окна, которые сглаживают данные так, чтобы обеспе- 
чить постепенные вход и выход анализируемой реализации. Из- 
вестно большое число таких окон, но одним из наиболее ран- 
них и распространенных является окно Ханна, представляющее 
собой одну волну косинусоиды, а именно 

t 
=z (I~ e0s a ), O<t<T; 

u, (t) = 

0 в остальных случаях. 

  

(3.97) 

Преобразование Фурье функции (3.97) равно 

(рт 0 ЮЫ— 0 Н)— ЧаО ФЕВ), (3.98) 

где }, =1/Т. Заметим, что 

UG-h)=—T| sin 1 (f ~ f,) T jem, 
  

  

    

n (f — f,)T 

я рт (3.99) 
__ sinn (f+ f, _jntT И Е [oe 

Графики #({) и |(ь(р)| приведены на рнс. 3.18. 

ил(Ё 

А 
] -- 

0 7 re 

| U;, (F)| 

A 

1 t 1 1 1 Р 

-3/T -2/T -i/T 0 UT ФТ ЗГТ 
A 

Рис. 3.18. Окна Ханна. 
2 — временное; б — спектральнос. 

Рассмотрим теперь произвольную функцию 9(#), такую, 
что Г не является се периодом, и пусть 

х(=и, ()5(1. (3.100)
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Найдем преобразование Фурье функции (3.100): 
T 

xX (\= | x (B) e—i2ntt dr, (3.101) 
0 

Для дискретных значений частоты [и =Ё/Т получаем при R= 
=0, 1, 2, ..., №/2 

Х ([,) =" ($) — АУ (1) — И (Ри), (3.102) 

где 
Т 

И(Е)= | о(бе-Рлеит 4. (3.103) 

Предположим, что 9([) ведет себя подобно ограниченному по 
частоте белому шуму с шириной полосы А/=1/Т. Тогда матема- 
тическое ожидание произведения У*({) и У(5), вычисленное 
для любых частот вида КА} =А/Т, равно 

Eve OV l= 0 приз; (3.104) 
|1 при [= 5. 

С учетом этого из уравнения (3.102) получаем 

E{|X (fp) = Cle)? + Cla)? + Cla)? =e (3.105) 
nmpuH m06nx fp=k/T, R=0, 1, 2, .... №/2. Эта величина характеризу- 
ет потери, вызванные использованием окна Ханна (3.97) для 
оценки спектральной плотности при помощи финитного преоб- 
разования Фурье. Поэтому при оценивании спектральных плот- 
ностей по формулам (3.89) и (3.90) выражение (3.102) нужно 

умножить на масштабный множитель 18/3. Кроме того, заме- 
ТИМ, ЧТО 

T 

f и, (1) @ [2 (4=3/ (3.106) 
0 

для и(Ё) и и, (1), определенных формулами (3.93) и (3.97). 
В заключение этого краткого обзора способов спектрального’ 

анализа отметим, что существует болышое число других опера- 
ций и процедур, которые используются на практике для улуч- 
шения качества оценок спектральных плотностей и когерентно- 
сти. В их число входят так называемое наплывающее преоб- 
разование Фурье’, позволяющее проводить спектральный ана- 

1) Этот метод называется также методом комплексной демодуляцин; сме 
Гренджер К., Хатанака М. Спектральный анализ временных рядов в. экономи- 
ке. — М.: Статистика, 1972.— Прим. перев.
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лиз на высоких частотах с очень высоким разрешением, и оце- 
нивание путем усреднения перекрывающихся реализаций, час- 
тично улучшающее статистическую точность, которая умень- 
шается из-за утечки энергии через боковые лепестки при ис- 
пользовании спектральных окон. Детали содержатся в работах 
|[3.3—3.5]. 

3.4.3. Ошибки оценивания 

Систематические и случайные ошибки, характерные для 
оценок ковариационных функций и спектральных плотностей, 
исследованы в работах [3.1, 3.6, 3.7]. В табл. 3.2 дана их свод- 
ка. Статистические ошибки для более сложных функций анали- 
зируются в гл. 11. Выражения для случайных ошибок оценива- 
ния ковариационных функций, приведенные в табл. 3.2, могут 
служить лишь ориентиром, поскольку они получены в предполо- 
жении, что спектр постоянен по всей полосе шириной В. Вели- 
чина смещения для оценки взаимного спектра является оцен- 
кой сверху. Если обе реализации имеют спектральный пик на 
одной и той же частоте, то нужно брать наименьшее В,. Нако- 

= Габлица 3.2 

Ошибки оценивания ковариационных функций и спектральных плотностей 

Оцениваемая 
функция 

Способ оце- 
HHBaHHA 

Смсщение = b Среднеквадратичная слу» 
чайная ошибка =, 

  

Взаимная ковариа- 
ция или ковари- 
aun, Rey (=) 

или Юхх (т) 

Спектр С» (1) 

Взаимный 

|Gzy(f) | 
Функция когерент- 

HOCTH ‘?xy(f) 

спектр 

  

Формулы (3.81) 
и (3.82) 

Формулы 
(3.83) —(3.88) 

Формула 
(3.89) 

Формула 
(3.90) 

Формула 
(3.91) 

  

Ве \? 

5 | 

1/8 \? 
-3(#) 

He определено     

кие | 
2ВТобщ 

| 1 + 0-2 „и(т) ] [2 
Nay 

] 

Ving 
| 

У? И — 17°» ( р] 
| Vxy(f) | Ипа 

  

  

В — спектральная ширина случайного процесса {в предположении, что он является огра» 
ннченным по частоте белым шумом); 

В, — разрешение по частоте, определенное формулой (3.32); 

В, — ширина полосы пропускания по уровню половинной энергии, определена формулой 

(1.58); 
п — число усреднепий (см. рис. 3.16); 

№ — чнсло выборочных значений в одной реализации. 
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нец, величина смещения оценки фупкции когерентности, вызван- 
ного недостаточным разрешением по частоте, в некоторых слу- 
чаях имеет очень сложный вид и может быть чрезвычайно 
большой (см. разд. 5.2.3). В работе [3.3] показано, что при оце- 
нивании функции когерентности появляется смещение из-за 
ограниченности выборки, но эта ошибка пренебрежимо мала по 
сравнению со случайными ошибками. 

3. [. 

3.2. 

3.3. 

3.4. 

3.5. 

3.6. 

3.7. 
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Глава 4 

СИСТЕМЫ С ОДНИМ ВХОДОМ И ОДНИМ ВЫХОДОМ 

Исследование входных и выходных процессов систем — глав- 
ная область применений спектрального и корреляционного ана- 
лиза к инженерным задачам. В этой главе выведены основные 

‘соотношения для систем с одним входом и одним выходом. 
Предполагается, что на вход системы поступают реализации 
стационарного эргодического или переходного случайных про- 
цессов с нулевым средним, а система линейная и имеет посто- 
янные параметры (см. гл. 1). Аналогичные соотношения для 
систем со многими входами и выходами выводятся в гл. Т, 8 
и 10. 

4.1. Анализ идеальных систем 

Пусть линейная система с постоянными параметрами зада- 
ется весовой функцией Й(т) и частотной характеристикой Н($), 
которые были определены и исследованы в разд. 1.3. Пред- 

  

хе НЕЕ ий 
      

Рис. 4.1. Идеальная система с одним входом и одним выходом. 

положим, что воздействне на систему одного входного сигнала 
х(1) вызывает один вполне определенный выходной сигнал и(Ё) 
(рис. 4.1). При идеальных условиях, сформулированных в 
разд. 1.3.1, выходной процесс системы, изображенной на рис. 4.1, 
задается сверткой 

y()= \ h(t) x (t—1) de, (4.1) 
0 

где й (т) =0 при т<0, если система физически осуществима. 

4.1.1. Стационарный входной процесс 

Допустим, что на вход системы (рис. 4.1) поступает реали- 
зация х(Ё) стационарного эргодического случайного процесса 
1х(Ё)}, определенного в разд. 1.1. После затухания переходных
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процессов, вызванных включением системы, реакция у(Р) так- 
же будет реализацией стационарного процесса {иу(#Ё)}. Исполь- 
ayn формулу (4.1), найдем произведение у(Ё)у(#-т): 

со с 

yy ¢-+)=| | в хх аи. (4.2) 
0 0 

Взяв математическое ожидание от обенх частей равенства 
(4.2), получим с учетом формулы (3.15) соотношение, уста- 
навливающее связь между ковариационными функциями вы- 
ходного и входного процессов: 

Ry =) (AO AMR. C+E—0 didn, (4.3) 
оо 

Аналогично определяется и произведение х (2) и (1-1): 
со 

x(t) y ¢-+1)=\h хх (Ета. (4.4) 
0 

Взяв математическое ожидаиие от обеих частей этого равен- 
ства, получим взаимную ковариационную функцию входного и 
выходного процессов: 

Rey = | hex (C8) a. (4.5) 

Заметим, что свертка в формуле (4.5) имеет тот же вид, что 
ив (4.1). 

Применение преобразования Фурье к соотношениям (4.3) и 
(4.5) после ряда алгебраических преобразований с учетом ре- 
зультатов разд. 3.2. позволяет показать, что двусторонние 
спектральные плотности $,х({), 5,,(Р) и $», удовлетворяют 
следующим важным соотношениям: | 

5, Й=|Н ФР 5, (В, (4.6) 

S,,(Q=4 ()S,.(). (4.7) 

Здесь { положительна или отрицательна. Заметим, что выраже- 
ние (4.6) действительное и содержит только амплитудную харак- 
теристику системы |Н({)|. В то же время выражение (4.7) 
комплексное и может быть разбито на две формулы, содержа- 
щие соответственно амплитудную |Н(Р| и фазовую @(f) xa- 
рактеристики системы. Формула (4.6) называется соотношени- 
ем между спектрами входного и выходного процессов, а форму- 
ла (4.7) — соотношением для взаимного спектра входного и вы-
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ходного процессов. Эти формулы применимы только в идеаль- 
ном случае — при отсутствии внешнего шума на входе или на 
выходе, когда характеристики системы линейны и не меняются 
во времени. Интерпретировать эти спектральные соотношения в 
частотной области значительно легче, чем соответствующие кор- 
реляционные соотношения во временной области [4.1]. 

Соотношения (4.6) и (4.7) можно записать через физически 
измеримые односторонние спектральные плотности, определен- 
ные в разд. 3.2.1: 

Gy (P=|4 PG. (4.8) 

Gey (=H (/) G,, (/). (4.9) 

При использовании полярного представления комплексных чн- 

Ce 

С, (f) — | С (f) | ery п, 
(4.10) 

H(N=|H(pleie® 
уравнение (4.9) принимает вид 

|G, (A|=lH (7) | С, (7), 

(4.11) 

Формула (4.8) дает возможность вычислить средний квадрат 
выходного процесса: 

Y= Gy) =| 1H OP Ge (df. (4.12) 

Формула (4.8), кроме того, позволяет определить С„„({) по из- 
вестным С,,([) и |Н([ | или же |Н({)| по известным С,»„({) и 
С,(Р), но из формулы (4.8) нельзя найти полностью частот- 
ную характеристику Н({) системы, так как она не содержит 
информации о фазе. Полностью восстановить амплитудную и 
фазовую характеристику системы можно из формул (4.9) — 
(4.11), когда известны и С;„(р, и С..(]). Подробнее это из- 
ложено в гл. 5. 

Формулы (4.8) и (4.9) можно вывести и без лредваритель- 
ного нахождения ковариационных соотношений (4.3} и (4.5). 
Для любой пары усеченных реализаций достаточно болышой 
длины Т соотношение (4.1) эквивалентно следующему равен- 
ству: 

Y(,T)=A(f)X (f,T), (4.13)
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rye X(f, T) u YU, T) — финитные преобразования Фурье x(fj 
u y(t) COOTBeETCTBEHHO, KOTOpble ранее были определены фор- 
мулой (3.44). Тогда 

Y¥* (f, T) = H* (f) X* (f, 7), 
[У 7) = НЕХ С,Т)Е, 

X* (f, T)Y (f, T)=H (|X (fT) P- 
Если теперь последние два равенства усреднить по ансамблю 
реализаций, умножить на 2/Т и устремить Г к бесконечности, то 
низ соотношений (3.46) и (3.47) получим формулы (4.8) и (4.9): 

бр =Н ФРС, (0, 
Су (f) =f (f) С, (f). 

4.1.2. Переходные входные процессы 

При анализе реализаций переходных случайных процессов дли- 
ной Г вместо спектральных плотностей «мощности» С» (Г), 
С..(Т) и С‚.(Р удобнее пользоваться «энергетическими» спект- 
рами  Gxx(f), Gyy(f) uo Gu(f). Они связапы формулой 
Ях(|)=ТОз,(, где предполагается, что реализации переход- 
ных процессов х(1) и и(1) существуют только на интервале 
0=—1= 7. Вместо формул (4.8) и (4.9) имеем 

Зи (р =Н 9, 

9, (= Н (р G vr (f)s 

re f HeoTpHyaTeibHa. Ecnu nonoxKuth Pry (f) = Ve¥xy(f) nan foe0 
и 97,(-—р=9*,,(Г), то получим двусторонние плотности. В ча- 
стности, при х(4)=у(Ю имеем Я,„(Рр=1.9 „(р для 0 и 
Я «(—{)=5.« (|). Поэтому 

Pry (=| Н (f) PP Pre (р, 

(4.14а} 

(4.146) 

Prey (f) = H (7) SP ox (f)s 

Заметим, что эти формулы как для двусторонних спектров, так 
и для односторонних отличаются от соответствующих формул 
для стационарных процессов только масштабным коэффициен- 
том. 

4.1.3. Влияние ненулевого среднего значения 

Предположим теперь, что среднее значение п. входного ста- 
ционарного случайного процесса {х(Ё)} отлично от нуля. Тог- 
да по формуле (4.1) среднее значение и, выходного процесса
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{и(0} также отлично от нуля и равно 

ву | (9 ъы4е НН (0) в, (4.15) 
0 

тде Н(0) — предел Н(Г) при стремлении { к нулю справа. Ес- 
ли их И иу оцениваются по усеченным реализациям длины Г, 
то их финитные преобразования Фурье (Е.Т.) можно предста- 
вить в виде 

Е.Т. [6] — [1.54 (7), PT. {u,] = 2,5, (f), (4.16) 

тде 6,(Р) — финитная дельта-функция, определяемая следую- 
щим образом: 

T, —lp2T<f< ler; =] ТТИ (4.17) 
О в остальных случаях. 

Соответствующие двусторонние спектры тогда имеют вид 

Se == (1/Т) Е [ [ба (В [1 ==, 6 (, 
(4.18) 

Syy ()=(1/T) E [ | 11,5, (f) 7] = p*,6, (7, 

где 5:(7) удовлетворяет формулам (4.17). Следовательно, 
со 1/2T 

[SaOdf= | 2.8 0d=n. 
—00 —1/2Т 

(4.19) 
со 1/2T 

|5„раг= | наб ава, 
— с —1/2T 

Определим односторонние спектры следующим образом: 

Ох (f) = 2y?,6, (f); | > 0, 

(4.20) 

Gy, (7) == 2y? 8, (7), f => 0, 

причем интеграл от С„„({) равняется и? т. е. 
со 1/2T 

SG, df= { 28,5, фата, 
0 0 

(4.21) 
1/27 

(с, (df= | зы Фаны”,
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Произвольную входную реализацию х(#) длиной Г предста- 
BHM в виде суммы двух членов. [х(#)—и„| и и». Тогда вместо 
формулы (4.13) получим соотношение 

У (РТ), Ф=НФфХФТ-Н (О в, (0, (4.22) 

где X(f, T) и УЕ ТГ) — финитные преобразовання Фурье 
[{х(4)—и»>| и [и()—и,]| соответственно, а 61({) удовлетворяет 
формулам (4.17). Поступая, как и раньше, вместо соотношений 
(4.8) и (4.9) получим 

С, (f) -+- 27,64 (/) — | Н (f) ? Ge. (f}++ 2H” (0) Ыб, (7), 

G,, =H (/) G,, (A). 

Заметим, что формула для взаимной спектральной плотности 
не изменилась по сравнению с формулой (4.9), а соотношение 
для спектральных плотностей не совпадает с уравнением (4.8) 
только в точках, где 5,({)5-0. В частности, если | принимает 
дискретные равноотстоящие значения c шагом В.= ИТ, то 
6, (1) =0 во всех точках, кроме [=0, где 61 (0) =7Т. 

С учетом ненулевого среднего соотношение (4.12) для об- 
щего среднего квадрата выходного процесса преобразуется к 
виду 

(4.23) 

w= ИНО 2G. (f)df+p3, (4.24) 

где p*y=H7(0) px. Эти результаты показывают, что влияние 
ненулевого среднего легко учесть путем простого добавления 
подходящих членов. В случае необходимости случайный процесс 
можно преобразовать к процессу с ненулевым средним. Будем 
считать в дальнейшем, что это сделано. 

4.1.4. Обычная функция когерентности 

Обычная функция когерентности между х(Ё) и y(t) — 3TO 
действительная величина, которая уже была определена форму- 
лой (3.43): 

2 _ бу 15 (AP 4 
Vey ) = G2) Guy) Sau O) Sey OD" (1.25) 

где буквой С обозначены односторонние спектры, а буквой 
S — соответствующие двусторонние спектры. В разд. 3.2.2 дока- 
зано, что 

0< ry, <1. (4.28)
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Перед вычислением 712.,(Т) нужно вычесть из процесса ненуле- 
вое среднее, чтобы избежать скачкообразного поведения функ- 
ции когерентности в начале отсчета. Разумеется, нужно также 
позаботиться и о том, чтобы С,„(7) и Су, (р) были больше нуля, 
и тем самым избежать деления на нуль или появления неопреде- 
ленности типа нуль на нуль, когда С.,(Г) также близка к нулю. 

В идеальном случае, описываемом соотношениями (4.6) — 
(4.9), для всех | справедливо равенство 

LH (f) Gx (P13 о 
Ти 0 — БНР =" (427) 

С другой стороны, если х(Ё) и у(Ё) совершенно не коррелиро- 
ваны, т. е. Gay(f) =O min всех |, то функция когерентностн 
У ху (Г) =0 для всех f. 

Когда же функция когерентности отлична от нуля, но мень- 
ше единицы, то практически может иметь место одна или не- 
сколько из следующих возможностей: 

[) в измерениях присутствует внешний шум; 
2) оценки спектров смещены из-за недостаточного разреше- 

ния ‘по частоте; 
3) система, преобразующая х(Ё) в и(#), нелинейна; 
4) на выходной процесс и(1) влияют и другие входные про- 

цессы кроме х({). 
Когда внешний шум л(1) имеется только на выходе, то об- 

щий наблюдаемый выходной спектр С’,,(Г) состоит из суммы 
идеального линейного выхода С.„.({), порождениого преобразо- 
ванием х(1) посредством Н(р), и шума на выходе Сил (|), т. е. 

  

       

G,, =. (f)4-G,, п (р, (4.28) 

где 

С» (р) = *G,,. (f). (4.29) 
Следовательно, 

Gy (f}=|G yp DIG xf) РО хх (==, (f) О, (f). (4.30) 

Поэтому 

1 „(Л=6.,(Р/Ю„(р. | (4.31) 
Нроизведение у2.,(}) на С,,(]) в формуле (4.30) называется 
когерентным спектром (мощности) выходного процессан. Урав- 
нение (4.31) позволяет истолковать функцию когерентности 
как долю выходного спектра и(#), обусловленную линейным 
преобразованием х(г) на частоте |. Выходной спектр шума 
Cnn 1) = Gyy(f— "= тогда равен 

Ст (= U—v*x, AI Gy, в (4.32) 

и может быть интерпретирован как часть выходного спектра, 
не связанная с линейными операциями над х(Г) на частоте }.



Системы с одним входом и одним выходом 95 
  

Подстановка выражения (4.28) в формулу (4.31) дает 

7°„(=16„, О—С„» VG, (N=1—Gan (N/Gy (f). (4.33) 
Таким образом, функция когерентности непосредственпо задает 
отношение С„„(Г) к общему измеренному спектру С.,/(Т) на 
частоте |. Как легко видеть, %2,,(Г) стремится к единице, если 
Сп(Р/С (р) стремится к нулю, и, обратно, т2„„({)’ стремится 
к нулю, если С„»(7)!С (|) стремится к единице. Соотношения 
(4.31) и (4.32) позволяют найти отношение шума на выходе 
Стп(Р К сигналу @»(р: 

Gan NG. (N=UN—P ey PVP ay (. (4.34) 

M3 stron dopmynpt caenyetT, ut0 Gan(f)/Gov(f) cTpemutca K 6ec- 
KOHEUHOCTH, eCAH p*xy(f) CTPeEMHTCH K HYIIO, H CTpeMATCA K HYyAN, 
если \2.„([Г) стремится к единице. 

Если внешний шум (РЁ) присутствует только на входе, то 
наблюдаемый входной процесс имеет вид х(1) =и(Ю--т(®), где 
u(t} — истинный входной сигнал. Наблюдаемый входной слектр 
С„х(|) тогда состоит из суммы Сии(Рр и Сии(рР в предположе- 
нии, что #(1) и 7($) не коррелированы, т. е. 

Ge (р=0и (Р-Н бит (4.35) 

Из формул (4.8) и (4.9) находим 

Gy, (=| H (f {? Gout (f), 

(4.36) 

Gy (=H (7) Gu, (/). 

Следовательно, 

Py P) Gee (N= I Gay (I P/Gyy N= Guu (/)- (4.37) 
Поэтому 

P xy f)=G,,, (f)/G,., (f) == 1—G,,,, (/)/G,, (f). (4.38) 

Важное и полезное свойство функции когерентности заклю- 
чается в том, что она сохраняется при линейных преобразова- 
ниях. Предположим, что 12.,(7) — функция когерентности х(Ё) 
и 9({), которую мы хотим определить. Пусть х!(1} — линейное 
преобразование х(#), а у1(Ё) — линейное преобразование y(t); 
тогда 12, (Г) =у2ки({). Поэтому для измерения у?», (Г) можно 
использовать наблюдение х,(Р) вместо х(Р) и (или) наблюдение 
yi(t) вместо и(1), если только по каким-либо причинам это 
удобнее в конкретной задаче (см. гл. 9). 

4.2. Влияние шума 

Рассмотрим теперь более реалистичную модель, учитываю- 
щую влияние шума на наблюдения входного и выходного про- 
цессов. Пусть #(Ё) и 9(#) — истинные сигналы, а т(Ё) и n(t) — 
шумы на входе и выходе соответственно (рис. 4.2).
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n(t) 

t y(t) 

u(t) 

m{t) х x(t) 

Puc. 4.2. Система с одним входом и одним выходом прн наличии внешне- 
го шума. 

4.2.1. Некоррелированные входной и выходной шумы 

Если шум присутствует на входе и на выходе, то наблюдае- 
мые реализации входных и выходных процессов имеют вид 

x()=u()-+m(), 

y()=0)-+n(0), 
причем предполагается, что взаимные спектральные NIOTHOCTH 

Gam (f) — Gun (f) — Grin (|) — 0. (4.40) 

Следовательно, шумы не коррелированы между собой и с сиг- 
налами. Случай Си„(Г) 5-20 рассматривается в разд. 4.2.3. Из 
соотнощений (4.8) и (4.9) получаем 

С (= Н (f) Ё Guy (f), 

Guy (=A (Ff) Gi, Gf). 

Однако в действительности наблюдаются спектральные плотности 

Gx (f), Gyy(f) u Gry(f), rae 

Gye (N=Gin N+ Grim A) 2S Cua (As 

С, (f) = Gy (f)+Grn (f) > С» (р, 

Оу (=G,, (1), (4.43) 

так как Сиж({) —=0 и С„„(р) 0 для всех |. 
Далее, истинная функция когерентностн равна 

(4.39) 

(4.41) 

(4.42) 

Pee (F) =] Ga (Р Г/В, © 6», (4.44) 

а наблюдаемая функция когерентности имеет вид 

Prey =| Gey (A 7/G,.. (DG. (A. (4.45) 
Из формул (4.41) — (4.43) находим но: 

[Gy A) P=[ Guo) P= 1 (AP Paw (== Gan) Cou lf)- (4.46)
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Поэтому функцня когерентности равна 

и б,и(Р бь (В 
Ти )= GH Gam Ul Gn < 1 (4. 47) 

Неравенство строгое, если Gmm(f)>0 nau Grn(f)>0, uro Ha 
практике всегда имеет место. Из определения когерентного 
спектра мощности выходного процесса формулой (4.30) следует 

2 __ Си (f) PO) Gv = G00 [at Goat | (4.48) 
Таким образом, когерентный спектр мощности выходного про- 
цесса определяет С.».({), если только С„т(Р =0 независимо от 
спектра шума па выходе Си»ь(|). 

Соотпошение (4.8) позволяет оценить квадрат амплитудной 
характеристики по слектрам 

  

  

| Н (0 «= С, (7)/G,. (f). (4 49) 

Эту величину можно оценить иначе — по взаимному спектру: 

НОР =| 6, © Р0*,, (В. (4.50) 
Отношение выражений (4.50) и (4.49) дает функцию когерент- 
HOCTH 

> on [ADI Gy AP 
Va O= TAA Pa = Gal) Gy” (4.51) 

На практике обычно 12,,(})<1, поэтому оценивание амплитуд- 
ной характеристики по взаимному спектру дает меньшую вели- 
чину по сравнению с оцениванием по спектрам. Более того, под- 
становка выражений (4.42) в (4.49) дает 

ОС -Ё бп __ L + Grn/Gpy 

и Е (4.02) 
где зависимость от { опущена для упрощения обозначений. По- 
этому, если даже Си Си, |Н]а всегда дает смещенную оцен- 
ку, когда Ст„=-0. Однако, подставляя выражения (4.42) и 
(4.43) в (4.50), получаем 

  

1Guol | Не — = ae | (4.53) 

Следовательно, |Н|‚ — несмещенная оценка |Н|, если Сии« 
< ии независимо от значения Сил. 

Соотношения (4.52) и (4.53) позволяют заключить, что 
взаимпо-спсктральныс методы имеют преимущество над спект- 
ральными в том случае, когда на выходе есть независимый шум, 
что почти всегда имеет место на практике. Дальнейшее разви- 
тие этого материала см. в гл. би 11. 

7—561
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4.2.2. Наличие шума только на входе системы 

Наличие шума на входе системы приводит к смещенной 
оценке Н({), если пользоваться формулой (4.9), так как зна- 
менатель не равен в этом случае истинному входному спектру. 
В зависимости от того, проходит ли этот неизвестный шум т(1) 
через систему или он присутствует только в измерениях х([), 

  
t 

u(t) H(f) yt) 
      

т(ё) —=( : > х(#) 
A Рис. 4.3. Два типа воздействия шу- 

ма на входной процесс системы. 

ни р н(Е) 

а — шум проходит через систему; 6 — шум 

m{t) 

  y(t) не проходит через систему. 

      

a 

возможны два разных случая. Рис. 4.3 иллюстрирует обе эти 
ситуации, причем в обоих случаях наблюдаемыми величинами 
являются x(t) u y(t). 
‚. Иссдедуем сначала первый случай, когда входной шум про- 
ходит через систему. Во многих физических задачах неизвест- 
ный и (или) ненаблюдаемый шум m(f) коррелирован с наблю- 
даемым входным процессом х({). Тогда финитное преобразова- 
ние Фурье выражения (4.1} при длине реализации 7 дает 

  

УКТ=НОХ ФУМ Т), (4.54) 
и с учетом формулы (3.46) получаем 

„,(р=Н (р, Оби (91. (4.55) 
Поэтому 

H()=>% = nu Hh — Истинная частотная характеристика, (4.56) 

Н„, < = Наблюдаемая частотная характеристика. — (4.57) 

Из формул (4.56) и (4.57) получаем 

Ay (N= (UG am (A/G. A. (4.58) 
Итак, в общем случае Н,„(|) будет смещенной оценкой Н(}р) 
как по амплитуде, так и по фазе. Но если Схш([) =0, т. е. если
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x(t) н т(Ё) некоррелированы, то Нх(р) будет несмещенной 
оценкой Н({). 

Рассмотрим теперь второй случай, когда входной шум не 
проходит через систему. Тогда разумно предположить, что 1(1} 
и и(Г) не коррелированы, а значит, не коррелированы и т({)} 
и и(Ё). Имеют место следующие соотношения: 

хр, Т)=и( Тм (,Т), (4.59) 
Guy (f) — Оу (f), . (4.60) 

Ge N= Gui(N+ Gm (4.61) 

A (f= at Истинная частотная характеристика, (4.62) 

Ни, = ue — Наблюдаемая частотная характеристика. = (4.63) 

Из формул (4.62) и (4.63) следует, что 

Ну (N= (f) [1 -- бит (F)/Guu (f))". (4.64) 

Таким образом, Нх,([) всегда дает смещенную оценку Н(р) по 
амплитуде (но не по фазе) и является функцией отношения 
шума к сигналу Ст(Ю Си (Р). Однако взаимный спектр С»и({) 
всегда дает несмещенную оценку Си,() как по амплитуде, так 
и по фазе. 

4.2.3. Коррелированные входной и выходной шумы 

Предположим теперь, что 7({) и п(Ё) коррелированы между 
собой; но не с сигналами, так что их функция когерентности 
удовлетворяет неравенству 

0c Pm (ff) <i. (4,65) 

Определим входное a(f) и выходное В({) отношения шума к 
сигналу формулами 

@(f)=Gram ()/Guu (> BU) =Gnn ©/6» Ф. (4.66) 
Тогда соотношения (4.42) и (4.43) записываются следующим 

  

образом: 6 G..(P [a (PI 
x — Ми [ & 9 

“W) (4.67) 
G,y (N=Ge (A U--B (AI 
о, (f) = Gi (f) + Ginn (f). (4.68) 

Общее выражение (4.45) для наблюдаемой функции когерент- 
ности имеет вид орет 

__ uo ( mn 

Vv D= Gi) Co OU Fo (PLB ” (4.09) 
7*
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Применение этой формулы требует некоторых дополнительных 
предположений и допущений (см. [4.2]). 

Можно получить несколько полезных результатов, если по- 
требовать, чтобы модуль взанмного спектра [Сиь(р)| сигналов 
u(t) u v(t) Ob такой, что 

1 Gan (| <1 Gir |. (4.70) 
Рассмотрим два WacTIPIx cayyan: Monyb |Gmn(f)| napannenen 
| Сиь (Р)| или же |С„„(Р| перпендикулярен |Сиъ({)|. Получим 
оценки для ‘%2,,(|), определяемой формулой (4.69), для этих 
двух случаев. 

| Стоп | 

  
  

Рис. 4.4. Коррелированный шум; модуль |Сть({)| параллелен |Си»„(})|. 

Во-первых, если модуль |Си„(Р| параллелен |Сиь(})|, то 

[би (В |= би (Р-Н бт» (О [== [би (р би Ф| (4.71) 
{рнс. 4.4). Наблюдаемый фазовый угол 6,,({)=6.»ь (Г). По оп- 
ределению 

| Grin (f) ип (f) Gram (f) Gan (f), (4.72) 

ГДе т. (Г) — функция когерентности между т(Ё и n(t). Kpome 
того, 

| Guy (f) ?=G,, (f) Gy, (f). (4.73) 
«Следовательно, 

16, би (РЕ = [Си (В A Guo = 

=Gi,, (р) Go (f) [1 == тп (1) [© (f) B (РГР. (4.74) 

‚п Пл @ ВР 
Vy O= "Ta Hl +B * (4.79) 

Наблюдаемая функция когерентности примет минимальное зна- 
чение, если в числителе выбрать знак минус, а 1»„(Ю устре- 

Отсюда
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Габлица 4.1 

Минимальные значения у?ху(]) Kan oe a(f), полученные по формуле 
4.76 

a(F) 0,050 0,100 0,150 | 0,200 0,250 

У? ху (Г) 0,819 0,669 0,546 | 0,444 0,360         
  

мить к единице. Наименьшее возможное значение этой функции 
в предположенни а(]) =В(Р) равно 

7„Ф={И—а(рии-а (0. (4.76) 

Величина y?xy(f) Kak функция а(]) приведена в табл. 4.1. 
Рассмотрим теперь второй случай, когда модуль |Сии(Р | 

перпендникулярен | Guy (f) |. Тогда 

1G. P=] Ga (ПР + [бт ФР, (4.77) 

как показано на рис. 4.5. В этом случае наблюдаемый фазовый 
угол @„„($})=6.„()-ЕАб„(Г). Используя соотношения (4.66) — 

“er 
3, 
Tn 
> 

< 

or 
LG, г 

\653 

\ Sey (7) ..     
Рис. 4.5. Коррелированный шум; иодуль |Си»({)| перпендикулярен | Си. (Г) |. 

(4.68), получаем 

10, (РР= О, © б» ФП + т © «ВВФ (4.78) 

2 pattem) 
откуда У — TEA G+ BOI (1.79) 
Заметим теперь, что наблюдаемая функция когерентности при- 
нимает наименьшее значение при приближении ут" (Г) к нулю. 
Наименьшее возможное значение этой функции в предпо- 
ложении а(}) =В(Р) равно 

1 (Ю==1А1-На (Al, (4.80) 
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Таблица 4.2 

Минимальные значения \2х,([) как функции @(Г), вычисленные 
по формуле (4.80) 
  

a(f) 0,050 0,100 0,150 0,200 | 0,250 
  

      У? хи (Г) 0,907 0,826 0,756 0,694 | 0,640   
  

что всегда больше величины y*xy({) из формулы (4.76). Зна- 
чения \2х,([) как функции а({) приведены в табл. 4.2. 

4.3. Системы с обратной связью 

Рассмотрим идеальную систему с отрицательной обратной 
связью. Схема этой системы показана на рис. 4.6, где Н,(}) — 
линейная частотная характеристика прямого тракта, Но({) — 

* . i 
aU) : et (F) a 

H2(f) 

  

  

      

      

    и(2)   

Рис. 4.6. Идеальная система с одним входом и одним выходом и цепью об- 
ратной связи. 

линейная частотная характеристика тракта обратной связи, 
х(1) — входной процесс, y(t) — выходной. Если Н2([)=0, то эта 
модель сводится к системе с одним входом и одним выходом, 
изображенной на рис. 4.1. Ниже будут приведены некоторые 
соотношения, которые продемонстрируют изменения, вносимые 
такой схемой в прежние результаты, что потребует новых ин- 
терпретаций полученных результатов. Дополнительные полез- 
ные сведения можно найти в работе '[4.3]. 

4.3.1. Соотношения при отсутствии внешнего шума 

Пусть и(Р) —выходной процесс тракта обратной связи с 
частотной характеристикой Н2(]), которая на практике, как 
правило, не наблюдается. Согласно формуле (4.1), финитные 
преобразования Фурье х(Й), и(ЁР и и(№) при достаточно боль- 
шой длине реализации Т связаны между собой соотношениями 

У Т)=В ОХ ФТ)—09фТ) 

U (f, T) =H) ¥ (fT). 
(4.81)
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Поэтому 

Y (f, T) =F, ИХ ©, Т)У—Н, ФУС,Т)], (4.82) 
откуда 

A (fp=Y (f,T)/X (7, T) =F, фИ-ЕН, ОН, ©, 

Величина Н(]) — общая частотная характеристика линейной 
системы с цепью обратной связи, связывающая х(1)} и и(2), ко- 
торая может быть определена по наблюдениям только х(Ё ин 
#(1). При этом, конечно, произведение Н,(])Н.(}{) не должно 
равняться —1| на всех частотах. Экспериментальное определе- 
ние Н, (р) и Н2([Г) невозможно, если величина и(Ё) не наблю- 
дается. Разумеется, если Н!(Р) или Н2({) известна или есть ос- 
нования предполагать, что Я\!({) или Н2([р) имеет тот или иной 
вид, то тогда другую величину можно пайти. 

Например, пусть Н2(})=с есть известная положительная 
константа. Тогда 

Н(р=нН, ()il+eH, (Nl, Н.Ф=нН Фи -—сН (О. (4.83) 
В стационарном случае Н(}) можно пайти по взаимному спект- 

ру 

Н (f) =G,, (f)/ Gy (7). (4.84) 

i, (f) — G,, (NIG, ()— СО у (A). (4.85) 

Очевидно, было бы ошибкой считать, что Н({) и Н/ (р совпа- 
дают, когда с не равно нулю. 

Поэтому 

4.3.2. Влияние внешнего шума 

Предположим теперь, что неизвестный внешний шум n(t) 
попадает в систему с обратной связью (рис. 4.7). Определим в 
этой схеме #2{(1) как выходной процесс прямого тракта с частот- 
ной характеристикой Н1({), который в этом случае не может 
быть измерен. Вместо него наблюдается и(Р=о(-п(®), где 

  

  

      

  

  

п(Ё} 

z(t) + y(t) 
= H,(f) OE) а x 

u(t) Me(f) y(t)       

Рис. 4.7, Система с обратной связью при наличии шума на ее выходе.
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п(Е) не коррелирован с 9(1). Предположим, что и(Ё) — выход- 
ной процесс тракта обратной связи с частотной характеристикой 
Н2(}) — непосредственно не может быть измерен. Применив к 
реализациям достаточно большой длины Т финитное преобразо- 
вание Фурье, получим следующие соотношения: 

(4.86) 

Поэтому 

У (В Т)=Н, ОХ фТ)—Н.ФУФТУ-ЕМ ОТ). — (4.97) 

Тогда реакция системы с обратной связью равна 

XT), мт, 
ТТ) = оно тя, 0.0 (4.88) 

и имеет две составляющие — сигнал и шум. Если Но([) =0, то 
обратная связь отсутствует, и реакция равна 

и (р Т)=Н! ® ХФ Т)-ЕМ(ЬТ), (4.89) 

причем члены, описывающие сигиал и шум, входят в разные 
слагаемые. Обе эти формулы дают одно и то же отношение 
сигнала к шуму на выходе системы: 

Сигнал/шум = Н\ (ВХ (Ь ТМ (ЕТ), (4.90) 

которое является функцией от Н;:([), но не зависит от Но(р). 
Поэтому отношение сигнала к шуму растет с увеличением Н:(}) 
при фиксированном Н2(Г), что представляет собой полезное 
свойство систем с обратной связью. 

Возвращаясь теперь к формуле (4.88), видим, что она мо- 
жет быть представлена в виде 

    

Y(,T)=H(/)X (f, T)+M (ff, 7), (4.91) 

Hy, М (РТ 

me HO=TaE pep МОТО my (92) 

В стационарном случае Н(Ё) и С„т(Р) определяются по форму- 
лам для систем с одним входом и одним выходом: 

Н(р=6,,(/С,, 0, (4.93) 

Отт (В = — 19°, (16, (. (4.94) 

Суммарный выходной спектр 

С (f) = G,, (f) + Geom (р), (4. 95)
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где 

  

G,, (=| (NP G.. A 1+) Ae (NP, (4.96) 
Gram f)=Gan (AIA) Ae) (4.97) 

Из формулы (4.31) следует, что 

2 _ | 7; (A) |? Giz (A) 
Vv O= THT Gx) + Gn (4.98) 

Takum o6pa30m, y*xy(f) He 3aBHcuT oT Ho(f), uTO HaxXOAHTCHA B CO- 
гласии с тем, что отношение сигнала к шуму на выходе не за- 
висит от Но(}). 
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Глава 5 

ИДЕНТИФИКАЦИЯ СИСТЕМ 

И ПРЕДСКАЗАНИЕ ИХ РЕАКЦИИ 

Непосредственным приложением развитой в гл. 4 теории си- 
стем с одним входом и одним выходом является оценивание 
частотных характеристнк систем по наблюдениям входных и 
выходных процессов и предсказание реакции систем по измере- 
ниям входного процесса и известной частотной характеристике 
или ее оценке. При некоторых условиях частотную характери- 
стику можно оценить только по реакции системы (см. гл. 7). 
Оценивание частотной характеристики по коррелироваипым 
входным и выходным процессам многомерных систем подробно 
рассматривается в гл. 8 и 10. 

5.1. Определение частотной характеристики 

Рассмотрим систему с одним входом и одним выходом, в 
которой шум воздействует только на выходной процесс 
(рис. 5.1). Эта ситуацня характериа для многих физических за- 

n(t) 

  

z(t) y(t) 
> H(f)  ——— 

u(t) 
  

      

Рис. 5.1. Система с одним входом и одним выходом; шум воздействует на 
выход системы. 

дач, в которых наблюдения входного процесса х(Ё) принци- 
пиально свободны от шума, а наблюдение выходного процесса 
и#(1) равно идеальной линейной реакции 9(Ё) на входной про- 
цесс х(Ё) плюс случайное возмущение л(Ё). Оценка частотной 
характеристики Н({) по наблюдениям только х(Ё) и и(Ё) дает- 
ся формулой (4.9), а именно 

H (f)=G,,, ()/G,, (f)- (5.1) 
Согласно соотношениям (4.30) и (4.32), 

Guo (f) —=1*,, (0) G,, (f), (5.2) 

Gan (J =[1— vy (IG, (f)- (5.3) 
Величина С„„([) — остаточный спектр выходного процесса y(t), 
остающийся после выделения из него линейной реакции на х(2).
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Величина Gr,(f}) — когерентный спектр выходного процесса 
у(Е), линейно обусловленный процессом х({). Обычная функция 
когерентности определяется формулой 

ки (f) — G,, (f) / Gi, (f)s (5.4) 

как было показано в разд. 4.1.4. Поскольку Сь(Р < С.,(|) для 
всех |} то отсюда следует простое физическое доказательство 
того, что 

0< Py () < 1. (5.5) 

Функции когерентности, определенные в (5.4) и (4.25), совпада- 
ют, если Н(Ё) удовлетворяет уравнению (5.1). 

5.1.1. Оптимальность найденной частотной 
характеристики 

Забудем на время об уравнении (5.1), и пусть Н(}) — про- 
извольная частотная характеристика линейной системы типа 
изображенной на рис. 5.1. Тогда для реализации достаточно 
большой длины Г поведение этой системы описывается урав- 
нением 

где Y(f, T), X(f, T) u М(|,Т) — соответственно финитные пре- 
образования Фурье и(), x(t) u n(t) согласно определению 
(3.44). Тогда 

N(T)=¥ (f, T—H)X (7) (5.7) 
INGE T)P=IV GT) P-HOXGT)Y* GD) 

~HQX*ETYGTLHOHOIXGETIE (68) 
Взяв математическое ожидание от обеих частей равенства 
(5.8), умножив их на 2/Т и устремив Т к бесконечности, полу- 
чим с учетом соотношений (3.46) и (3.47): 

С" ()=б„@—Н в, —Н*с,О--НОН* С... (5.9) 

Это выражение для С„„([) справедливо для произвольной 
функции Н(Р. Оптимальная частотная характеристика Н(р) — 
это та, которая минимизирует Сл»(]) по всем возможным H(f). 
Такая оценка называется оценкой по методу наименьших квад- 
ратов. 

Минимизируем теперь С„„(Г) как функцию от Н(Р. В це- 
лях упрощения зависимость от опущена; таким образом, 

G_,=G,,—HG,,—H*G_, +-HH*G,,.. (5.10)
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Представим комплексные числа через их действительные и мни- 
мые части 

(5.11) 

G,y=Gp—jG, G,,—=Gp+jG,. 
Тогда 

Grn =Gy,— (Hp— ПП) Gy. (Hp + jf) Gay (H?p-+- Hi") Gaz. (5. 12) 

Для нахождения вида характеристики Н, минимизирующей 
Gran, нужно теперь приравнять нулю частные производные 
Gun по Нви Н! и решить полученную таким образом систему 
уравнений. Это дает 

4G,,/0H p=—G,,— G,,-+2H,G,,==0, 
(5.13) 

8G,,,/0H, = jG,,—jG,,-| 2H,G,,=0. 
Отс1ода 

Н R— (Gy y-f Gx) 2G, — Ср! С, 

(5.14) 
ff, =] (G,y— G,,)/2G,,.= ИС». 

Следовательно, оптимальная характеристика Н совпадает с ча- 
стотной характеристикой, определяемой формулой (5.1), а 
именно 

Н=Нь— ИП ==(@в— 19) =. (5.15) 

Оптимальная характеристика Н, вычисляемая по произвольным 
реализациям согласно формуле (5.15), носит теоретический ха- 
рактер и не обязательно может быть физически осуществима. 

Заметим также, что специальный вид уравнения (5.10) поз- 
воляет просто найти ту же оптимальную Н путем приравнива- 
ния нулю или частной производной С„„ по Н (при фиксирован- 
ной Н*), или частной производной С„„ по Н* (при фиксиро- 
ванипой Н). Этим способом получаем 

aG,,,/0H =—G,,-+-H*G,, =0, (5.16) 
H*=G,/G,, H=G,,/G,,. (5.17) 

Подстановка оптимальной частотной характеристики Н(})} 
из (5.15) в уравнение (5.9) позволяет обнаружить еще одно 
ее важное свойство: 

Gan р = Pry (I) Gy A), (5,18) 

Gey (I) = Gy, (I) — Gan (= Pav A Gin . (5.19) 
откуда
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——— 

Более того, подстановка оптимальной Н(]) дает 

Gio (f) =H (f) G,, (A); (5.20) 
Gp (N=G,, (—1 ( G., =O. (9.21) 

Следовательно, 

Gyn (f) =H" (f) Gn (N=. (5.22) 

Таким образом, если для оценки линейной системы (рис. 5.1} 
используется оптимальная частотная характеристика Н(]), то 
n(t) u u(t) автоматически не коррелированы. 

5.1.2. Использование зондирующего сигнала 

В некоторых инженерных приложениях входной процесс 
х(1) не наблюдается, но есть возможность подать на вход си- 
стемы известный случайный или переходной зондирующий сиг- 

  
  

        

п (Е) 
z{t) v(i) 

_ у(#) 
H(f) 

t(t) _. 
rfz) 

Рис. 5.2. Система с зондирующим сигналом н шумом на выходе. 

нал ЕТ), независимый от естественного входа х(Г) (рис. 5.2). 
На рис. 5.2: x(t) — естественный входной процесс (ненаблюдае- 
мый); #1) — известный зондирующий сигнал (наблюдаемый); 
v(t) — линейная реакция Ha x(t) (ненаблюдаемая); г(#) — ли- 
нейная реакция на {(Р) (ненаблюдаемая); п(Г) — неизвестный 
шум на выходе (ненаблюдаемый); y(t) =u(t)-+r(t)-+n(t) — 
суммарный выходной сигнал (наблюдаемый). Разумно предпо- 
ложить, что &(Ё) не зависит от х(1) и я(1), а п(Г) не зависит 
от 9([) и г(Е). Величина п(Г) включает все отклонения от ли- 
нейной модели рис. 5.2, в том числе нелинейные эффекты и 
влияние других некоррелированных входных сигналов. 

Согласно формулам (3.44), применение финитного преобра- 
зовання Фурье к реализациям достаточно большой длины Т 
приводит к следующим соотношениям между величинами, ука- 
запными на рис. 5.2: 

кт) =нН (ЕТ), VE HAA AGT), 

=Н (р Т)-НХ (9, ТЕМ, Т). (5.23)
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По предположению следующие взаимные спектры равны нулю: 

Giz (N=Gin р=0„»(=0„, р =. (5.24) 

Из формул (3.46) и (3.47) следует, что 

Gy, (=G,,N+Ga()+Gra ©, (5.25) 
„ф=нН в (р. (5.26) 

Если бы частотную характеристику Н({) можно было оценить 
обычным образом с использованием наблюдений x(t), T. e. 

Hf (f)=G,, (N/G,,.(/); (5.27) 

то при налични внешнего шума на входе была бы получена сме- 
щенная оценка частотной характеристики. Но формулу (5.27) 
использовать нельзя, ибо х(Ё) не наблюдается. Однако соотно- 
шение (5.26) показывает, что при известном зондирующем сиг- 
нале имеет место равенство 

H (/) =G,, (A/G, (), (5.28) 

которое дает несмещенную оценку Н({) независимо от каких- 
либо наблюдений и предположений относительно х(1). Поэто- 
му этот способ можно рекомендовать для практического исполь- 
зования. В качестве зондирующего сигнала #(#) часто выбира- 
ют ограниченный по частоте белый шум, т. е. Си(р =К — кон- 
станта, так что Н(]) равняется просто величине 

Н-=6,, (Ри. (5.29) 
Как только частотная характеристика Н(}) определена по 

формулам (5.28) или (5.29), КР) можно исключить, и уравне- 
ние (5.23) принимает вид 

УГ, Т)=У(. Т)--М(,Т=НОХ(,Т)+М(,Т). (6.30) 
Теперь, наблюдая только и(2), получаем 

б„Фф=б„(Ъ-в =|Н ФРС, Ф-би0. — (5.31 

Если С (Г) «Ср, то 

С, =|Н (РС, (В. (5.32) 
Следовательно, 

Gf) = Gy, (DH (AP. (5.33) 
Эта формула дает полезную информацию о спектре С»„({), да- 
же если х(1) не наблюдается. В частности, х({) может быть 
собственным шумом на входе, а и(1) — собственным шумом на 
выходе, вызванным х(1).
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5.1.3. Отношения шума к сигналу 

Используя обозначения рис. 5.2, определим отношение шу- 
ма к сигналу соответственно на входе ©({) и на выходе В([) 
формулами 

хх G — Grr 

a) == aon » BU= о 2. (9.54) 

B 9THx oTHomeHHAXx Giff) u Grr(f) характеризуют входной и 
выходной сигналы. Числитель Gxx(f) B dopmyne aan a(f) —93TO 
спектр входного сигнала за вычетом вклада #(1), а числитель 
Gyy(f)—G.r(f) B dopmyne для В([) — это спектр выходного сиг- 
нала за вычетом вклада г({). Пусть 

ж (И =0-х (0. (5.35) 

Тогда спектры х1() и у(Р) равны 

Gye, N=Gu(N+G,. )=Gy (+a, 

  

  

(5.36) 

Gy Q=G, (UB (AL 
а взаимпый спектр х1(1) и У(Ё) имеет вид 

„и =0,, ()-+G,, (f) =G,, (Р-НА, (f)s (5.37) 

Следовательно, 

Си (р =, Gan Gee N= ix, A Gee A 
(5.38) 

Ge D=P iy Gy fs Gy (N—G,,A=U— Vig (IM Gy . 
Функцию когерентности 7iy(f) BCeTa MOXHO OMpeAeNHTb, a BO3- 
MOMKHOCTh ONpeweneHus yix,(f) 3aBHCHT от того, известен или нет 
входной процесс х({). Из формул (5.34) и (5.38) получаем 

_ 1 Piz, (A) _ 1 Py) 
= > = (5.39) 

откуда 

У, О =1/1-На(рЬ т, = ИВ 1. (5.40) 

Следовательно, «(Г) =В(Г) тогда и только тогда, когда \%»,({) = 
=‘? (|). Из соотношений (5.37) и (5.38) находим функцию KO- 
герентности Y*x, y: 

Gir G 3 Yay O=Fin 0 т, oe (5.41) 

В случае С»([) =0 эта формула значительно упрощается: 

Pay (/) =P (f) Py (f). (5.42) 
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5.2. Ошибки оценивания частотной характеристики 

Рассмотрим систему с одним входом и одним выходом, по- 
казанную на рис. 5.1, где х() и и([) — реализации стационар- 
ных эргодических случайных процессов, наблюдаемые одновре- 
менно на конечном временном интервале О<2=Т. Согласно 
формуле (5.1), оптимальная оценка частотной характеристики 
системы имеет вид . . _ 

A (f) =G,,, (D/G. A; (5.43) 

причем спектральные плотности оцениваются по реапизациям 
конечной длины при помощи численных методов, описанных в 
разд. 3.4.2. Как следует из разд. 4.1.2, частотную характеристи- 
ку можно оценить и по реализациям x(t) u y(t) переходных 
процессов по формуле 

Н(р=9 „(0/9 ,„,(; (5.44) 
оценки «энергетических» спектральных плотностей имеют вид 

2, (А=Тб, (0, Sex Ф=Тб., (0. (5.45) 
Предполагается, что длина Т реализаций х({) и и(Г) достаточ- 
но велика и охватывает все существенные значения х(Ё) и и([), 
так что x(t) =y(t)=0 при #<0 и Е>Т. Предполагается также, 
что эксперимент можно повторять, используя близкие переход- 
ные процессы, достаточное число раз для получения йа реалн- 
заций, необходимых для выполнения операций усреднения в 
формулах (3.89) и (3.90). 

Оценивание частотных характеристик по формуле (5.43) или 
(5.44) обычно связано с наличием как случайных, так и систе- 
матических ошибок. Понимание причин этих ошибок и тщатель- 
ная их мипимизация — ключ к услешному применению описы- 
ваемых методов. В большинстве случаев функция когерентно- 
сти между измерениями на входе и выходе указывает на на- 
личне ошибок и помогает определить их происхождение и ве- 
личину. Поэтому при оценивании частотных характеристик со- 
вершенно необходимо всегда одновременно оценивать и функ- 
цию когерентности. 

5.2.1. Случайные ошибки 

Источниками случайных ошибок при оценивании частотных 
характеристик обычно являются: 

1. Инструментальный шум в датчиках и приборах и вычис- 
лительные погрешности. 

2. Наличие ненаблюдаемых входных сигналов, не коррелиро- 
ванных с наблюдаемым и влияющих на выходной сигнал.
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3. Нелинейная связь между входным и выходным сигналами 
системы. 

Вызванная этими факторами суммарная случайная ошибка 

прямым образом связана с а) функцией когерентности 12х,(]), 
вычисленной по наблюдаемым реализациям входного и выход- 
ного процессов, и 6) числом усреднений па, использованных при 
вычислении оценок спектральных плотностей. В гл. 11 показа- 
но, что нормированная случайная ошибка оценивания ампли- 
тудной характеристики и среднеквадратичное отклонение при 
оценивании фазовой характеристики равны 

Е [Fev fe а ; д Н И, = arcsin H . (5.46 Е|НОП Иж o[@ (f)] ~aresin {e[| 7 (f) |. (5.46) 

При проведении лабораторного эксперимента обычио можно 
добиться вполне точного определення входного сигпала и низ- 
ких инструментальных шумов, что приводит к функции коге- 
рентности, близкой к единице. В этом случае частотная харак- 
теристика определяется с приемлемой случайной ошибкой при 
сравнительно небольшом числе усреднений. Однако в полевых 
условиях создать такие идеальные условия невозможно, особен- 
но если входной сигнал естественный, а не результат моделиро- 
вания. Поэтому функция когерентности может быть существен- 
но ниже единнцы, и для получения приемлемой точности требу- 
ется большое число усреднений па. 

Для определения возможного источника случайных ошибок 
при оценивании частотных характеристик в полевых условиях 
можно руководствоваться перечисленными ниже общими реко- 
мендациями (читатель, однако, должен помнить, что эти реко- 
мендации весьма приближенны и допускают многочисленные 
исключения). 

1. Если \2;.,(Р) резко уменьшается в той полосе частот, где 
|Н([)| сравнительно невелика, то это обычно связано с влия- 
нием внешнего шума на выходной процесс и({), вызванного 
неточностью измерений и (или) наличием дополнительных не- 
коррелированных входных сигналов. 

~ 

2. Если y*xy(f) pe3Ko yMeHbulaeTcA B TOM MOomoce yacTOT, re 

[Н(Р| далека от своего минимального 3HayeHHA, a Gxx(f) 
сравнительно невелика, то следует подозревать, что шум оказы- 
вает влияние на входной процесс х(Ё). Заметим, что наряду с 
увеличенной случайной ошибкой в этом случае появляется и 
систематическая ошибка (см. следующий раздел). 

3. Есяи амплитудная характеристика нмеет резкие максиму- 
мы, что свойственно слабодемпфированным резонансным систе- 

мам, то обычно максимумы у2.„(Р и |Н(Р]| приходятся на эти 
же частоты (резонансные частоты системы), поскольку отноше- 

8—561
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ние сигнала к шуму максимально как раз на этих частотах. 

Если же \2,,(Ё) не имеет пика на таких частотах или, что еще 
хуже, имеет провал, то, по-видимому, система нелинейна. Одна- 
ко более вероятной причиной подобной картины является сме- 
щенность спектральных оценок, связанная с недостаточным раз- 
решением по частоте. (Подробнее см. в следующем разделе.) 

5.2.2. Систематические ошибки 

Систематические ошибки при оценивании частотных харак- 
теристик обычно появляются по следующим основным четырем 
причинам: 

1) наличие не проходящего через систему внешнего шума 
на входе; 

2) смещенность оценок спектральной плотности, вызванная 
недостаточным разрешением по частоте; 

3) нелинейность системы; 
4) влияние на выходной сигнал ненаблюдаемых входных 

процессов, коррелированных с наблюдаемым. 
Ошибки первого типа, вызванные инструментальным шумом 

на входе, были детально проанализированы в разд. 4.2.2. На- 
помним, что если наблюдаемый входной процесс х(1) является 
суммой нстинного сигнала и(Г) и шума т(Е), то математиче- 
ское ожидание оценки частотной характеристики дается форму- 
лой (4.64): 

ЕН (1 =НФа-Н„„ (/б „(р (5.47) 
т. е. присутствие шума в наблюдениях входного процесса всег- 
да приводит к заниженным оценкам частотной характеристики. 
Поэтому очень важно стремиться к тому, чтобы влияние шума 
на входной сигнал системы было минимальным. Если же шум 
на входе является действительным возмущением, проходящим 
через систему, и не коррелировапным с изучаемым входным 
процессом #(Г), то, как следует из разд. 4.2.2, смещение не 
появляется. 

Смещенность оценок спектральных плотностей Grx(f) u 

С (Г), вызванная недостаточным разрешением по частоте, ска- 
зывается в основном на виде пиков н впадин оцениваемой ам- 
плитудной характеристики. Ошибки такого рода подробно рас- 
смотрены в гл. 1], а в разд. 3.4.3 приведена их сводка. Изба- 
виться от них можно путем выбора подходящего разрешения 
при оценивании спектральных плотностей, т. е. максимальное 
разрешение по частоте В. должно быть достаточным для четко- 
го и полного выявления спектральных пиков и впадин. 

Третий из перечисленных выше источников систематических 
ошибок связан с нарушением условия линейности системы. Фор-
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мулы (5.43) и (5.44) дают только линейное приближение час- 
тотных характеристик. Но, как доказано в разд. 5.1.1, это нан- 
лучшее в среднеквадратичном смысле линейное приближение 
частотных характеристик, если только входной процесс удов- 
летворяет некоторым дополнительным условиям. Этот факт яв- 
ляется сильным доводом в пользу оценивания частотных харак- 
теристик систем с возможными нелинейными свойствами с по- 
мощью естественных входных процессов (или точного лабора- 
торного моделирования таких входных процессов), а не с по- 
мощью любых процессов, моделирование которых возможно в 
лабораторных условиях. 

Наконец, ошибка, вызванная наличием других коррелирован- 
ных входных процессов, связана с материалом гл. 8. Для ил- 
люстрации характера этой ошибки рассмотрим систему с двумя 
входами, причем входной процесс х(Г) наблюдается, второй 
входной процесс (1) не наблюдается, суммарная реакция си- 
стемы и(1) наблюдается. Тогда, как будет показано в гл. 8, от- 
ношение математического ожидания оценки частотной харак- 

теристики Н({), полученной по формуле (5.43), к истниному ее 
значению равно 

ЕВ (9] _ 1 — yx, (В . 

H(f) 1 — (Geez (F) Gey (В (В Gey (F)) (5.48) 

Заметим, что если наблюдаемый и ненаблюдаемый входные 
процессы х(Р) и 2([) не корредировапы, то у2,.(Ё)=0 и правая 
часть соотношения (5.48) обращается в единицу. Отсюда сде- 
дует, что ненаблюдаемые входные сигналы, не коррелированные 
с наблюдаемыми, не вызывают смещения, а проявляются как 
дополнительный шум на выходе. Как видно из предыдущего 
раздела, эти входные процессы приводят к увеличению случай- 
ных ошибок при оценивании частотных характеристик. 

Заметим также, что самим процедурам оценивания (5.43) и 
(5.24) присуща небольшая смещенность, связанная с тем, что, 
вообще говоря, 

> Gey (f) E [Gey (f)] 
7] Grex () | ЕР] (9.49) 

Поэтому Е[Н()|==Н(). Однако на практике это обычно He 
вызывает затруднений, поскольку при том числе усреднений 
Па, которые требуются для доведения до приемлемого уровня 
случайных ошибок (5.46), такой погрешностью можно прене- 
бречь. 

Существование снстематических ошибок при оценивании 
частотной характеристики, вызванных шумом на входе, неадек- 
ватным спектральным разрешением и пелинейными эффектами, 

8*
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проявляется в виде характерных особенностей поведения на- 
a 

блюдаемой функции когерентности у2,,({). Можно руководство- 
ваться следующими соображениями: 

a oJ 

1. Если y*x,(f) pe3Ko yMeHbulaeTcA в той полосе частот, где 
a ^. 

[Н(Р| далека от своего минимального значения, a Gxx(f) OTHO- 
сительно мала, то следует подозревать влияние шума на на- 
блюдения входного процесса х([). 

2. Если \х,([) обнаруживает глубокий провал на той же 
частоте, на которой |Н()| имеет острый пик или впадину, то 
наиболее вероятной причиной ошибки является неадекватное 
спектральное разрешение, хотя подобную картину могут вы- 
звать и нелинейности. 

3. Для выяснения того, какая из этих двух причин имеет 
место, наблюдение следует повторить при лучшем спектраль- 

ном разрешении. Если значение у2,,({) увеличится, то, следо- 
вательно, причиной является недостаточное спектральное раз- 
решение. В противном случае нужно искать нелинейности. 

Систематические ошибки, вызванные другими ненаблюдае- 
мыми входными сигналами, коррелированными с наблюдаемым 
входным сигиалом х([), не обязательно сказываются на виде 

\2ху(Г). Эта проблема будет исследована в гл. 8 при рассмотре- 
нии многомерных систем. 

5.2.3. Примеры 

Для иллюстрации некоторых трудностей, которые появля- 
ются при оценивании частотных характеристик одномерных си- 
стем, рассмотрим один ранпий лабораторный эксперимент, вы- 
полненный Барноски [5.2] по схеме, приведенной на рис. 5.3. 
Широкополосная случайная вибрация, охватывающая полосу 
частот почти от нуля до 1200 Гц, через массивную опору пода- 
валась на тонкую консольпую балку. Акселерометр на опоре 
фиксировал входной сигнал х({); второй акселерометр (па сво- 
бодном конце балки) регистрировал выходной сигнал и(+). Дан- 
ные записывались на магнитную ленту, что ограничило отноше- 
пне сигнала к шуму величипой около 45 дБ. Спектральное раз- 
решение составляло В. 5 Гц, и для анализа было использо- 
вано на=29 усреднений. 

На рис. 5.4 показаны полученные оценки входного и выхол- 

ного спектров Gxx(f) H Gyy(f) п модуль взаимного спектра 
| С, (Р)|. Отметим три особенности входного спектра С,» (Г) 
(рис. 5.4, а). Во-первых, спектральная плотность быстро убы- 
вает на частотах ниже 25 Гц и выше 700 Гц из-за особенностей 
источника вибраций. Во-вторых, спектр обиаруживает наличие
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  a 

периодической компоненты с частотой 60 Гц, т. е. с частотой 
питающего аппаратуру напряжения. В-третьих, оценка спектра 
очевидным образом подвержена значительным флуктуациям 

(случайным ошибкам) из-за сравпительно небольшого числа 

Входная Инселерометр, £(t) 

вибрация \ 

И с =”. Амортизированная Ancenepomemp, y{t) 
консольная балка 
  

  

  

  

  

          
010 м 

      

| 
| 

of -—- 

| 
| 
у 
Рис. 5.3. Вибрация консольной балки. 

усреднений; по табл. 3.2 г‚=0,19 при па=29, или около 20%. 
Выходной спектр Gyy(f) na pic. 5.4, 6 и модуль взаимного спект- 

ра | Gey(f) | на рис. 5.4, в меняются в более широких пределах, 
но в основном характер их примерно такой же, как и у входного 
спектра, т. е. они убывают на низких и высоких частотах, име- 
ют периодическую компоненту с частотой 60 Гц и подвержены 
явным флуктуацням, вполне объяснимым небольшим числом 
усреднений. 

На рис. 5.5 приведен график оценки функции когерентности 

12, ({). Из этого графика видно, что у2,.(Р) близка к единице 
на большинстве частот, как в идеальном случае. Более того, 
флуктуации \2.,(Р) исчезают при приближении *у?х,(}) к едини- 
це в точном соответствии с формулой для ошибки из табл. 3.2. 
Заметим также, что 712,,({) близка к единице и на частоте f= 
=60 Гц, несмотря на очевидное влияние питающего напряже- 
ния на входные и выходные данные, отчетливо видное на 
рис. 5.4. Это значит, что питающее напряжение не оказывает 
влияния на оценки, вероятно, из-за того, что это возмущение 
вместе с входным сигналом проходит через систему (см. 

разд. 4.2.2). С другой стороны, ^?,,(Г) падает значительно ниже 
единицы в четырех областях: а) [<20 Гц, 6) 150<7<190 Гк, 
3) 400</<700 Гц иг) [>800 Гц— и тем самым предупрежда- 
ет об ошибках оценивания частотной характеристики в этих об- 
ластях.
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Рис. 5.4. Входной и выходной спектры в эксперименте с консольной балкой. 
Разрешенне по частоте В,=5 Гц; число усреднений л,=29. 

а — входной спектр; 6 — выходной спектр; в — модуль взаимного спектра. (Данные, ис- 
пользованные на рис. 5.4—5.6, взяты из работы [2.1] с разрешения Американского инсти- 

тута аэронавтики и астронавтики н автора.)
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Рис. 5.5. Функция когерентности в эксперименте с консольной балкой. 

Оцепки амплитудной и фазовой характеристик приведены 

на рис. 5.6. Как вндно, |Н({)| обладает отчетливыми пнками 
на частотах |=165 Tu u f=820 Fy, a ф({) резко меняется на 
180° на тех же частотах. Из разд. 1.3.3 мы знаем, что это сви- 
детельствует о первых двух нормальных модах балки. Вид 
функции когерентности на рис. 5.5 подсказывает, что оценива- 

Hue H(f) в четырех диапазонах частот связано со случайными 
нли систематическими ощибками. В первой области (}<20 Гц) 

характеристика |Н(Р)| далека от своего минимального значе- 

HHA, HO Gex(f) на рис. 5.4, а сравнительно мала. Рекомендации 
разд. 5.2.2 указывают на возможность систематической ошиб- 

ки при оценивании |Н({)| из-за инструментального шума в на- 
блюдениях входа х(1). Это подтверждают результаты, приве- 
денные на рис. 5.6, а, так как |Н(Р)| становится меньше еди- 
ницы при {<20 Гц, хотя по физическому смыслу | H(f)|—»1 
при -—>0. Небольшая впадина на графике ул, ( Г) в окрестности 
{=165 Гц совпадает с резким пиком |Н (|. Следовательно, 
здесь возможна систематическая ошибка из-за недостаточного 
спектрального разрешения. Третий провал на графике функцни 
когерентности в диапазоне частот 400<{<700 Гц совпадает с 
минимумом |Я ({)|. Рекомендации разд. 5.2.1 подсказывают, что 
в этом случае систематических ошибок нет, но есть небольшая 
случайная ошибка, задаваемая формулой (5.46), которая вы-
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Рис. 5.6. Частотная характеристика в эксперименте с консольной 

балкой. 

а — амплитудная характеристика; 6 — фазовая характеристика. 

звана наличнем незначительного инструментального шума на 
выходе системы. Из рис. 5.б видио, что как |Н(Р|, так и 
Ф({) подвержены флуктуациям на этом частотном диапазоне в 
соответствии с формулой (5.46). Наконец, резкое убывание 
yxy (f) при {>800 Гц совпадает с быстрым убыванием |Н(Р| 
в этой же области, что свидетельствует о полном подавлении 
выходного сигнала инструментальным шумом. На рис. 5.6 вид- 
но, что в полном соответствии с формулой (5.46) случайные 

ошибки оценивания |Н([)| и Ф(|) в областн частот выше 
800 Гц нарастают в такой степени, что оценки становятся бес- 

смысленными, когда \2х,(]} стремится к нулю. 
Для иллюстрации особенностей ошибок, связанных со спект- 

ральным разрешением, рассмотрим еще один лабораторный
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эксперимент, который проводился с панелью по схеме, изобра- 
женной на рис. 5.7. Широкополосное случайное воздействие бы- 
ло приложено к центру панели через датчик, который измерял 
величину приложенной силы и вызванное ею ускорение. Дан- 
ные анализировались при отношении сигнала к шуму более 
60 дБ. Анализ проводился при разрешении В.=2 Гц и числе 
усреднений па= 256. 

I 

т 

dt! 

  

ed 

| 
   

     
3    

Рис. 5.7. Вибрация панели. 
1] — панель: 2 — электродинамический вибратор; 3— прибор для измерения силы, х(р, 

и акселерометр, y(Z). 

На рис. 5.8 приведены результаты оценивапия в полосе ча- 

ctor 20—600 Гц функции когерентности %2,,(!) и амплитудной 
характеристики |Я(Р|, которая называется приведенной мас- 
сой и определяет, какую реакцию у(Ё) =ускорение вызовет воз- 

действие х(Ё) =снла. Как видно, | Я (| имеет несколько отчет- 
ливых пиков и впадин, соответствующих нормальным модам 

панели. Заметим дадее, что %2,,({) близка к единице на боль- 
шинстве частот. Применение формулы (5.46) при такой функ- 
ции - когерентности и числе усреднений па=256 позволяет за- 
ключить, что каких-либо значительных случайных ошибок нет. 

На графике %2х,(]) есть, однако, несколько впадин на тех же 

частотах, на которых |Н(Р| имеет пики или впадины. Эти ре- 
зультаты типичны для оценивания спектральных плотностей на 
пределе разрешения. 

Для того чтобы быть уверенным в том, что впадины 12,,({) 
обусловлены недостаточным разрешением по частоте, опыт был 
повторен в частотной полосе, охватывающей первый пик и пер- 

вую впадину |[Н(ЁР |, т. е. от 20 до 150 Гц при разрешении 
В.=0,3 Гц, а не 2 Гц, как раньше. Результаты приведены на 

рис. 5.9. Теперь %*х„([) близка к единице на всех частотах, в 
том числе и на тех, на которых раньше, при В.=2 Гц, были 
впадины (см. рис. 5.8). Это полностью подтверждает наше пред- 
положение, что впадины вызваны недостаточным разрешением 
по частоте. Заметим, что использование лучшего разрешения
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Рис. 5.8. Функция когеренткости и амплитудная характеристика в экспери- 

менте с панелью. 

Разрешение по частоте В,=2 Гц; число усреднений пд"256. 
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Рис. 5.9. Функция когерентности и амплитудная характеристика в эксве- 

рименте с панелью при лучшем спектральном разрешения. 

Разрешение по частоте В,=0,3 Гц; число усредненнй п/"=256. | |
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несущественно ловлияло на вид оценки |Н(})|. Это свидетель- 
ствует о чрезвычайно высокой чувствительности функции ко- 
герентности к сравнительно небольшим систематическим ошиб- 
кам. 
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Рис. 5.10. Функция когерентности и амплитудная характеристика в экспери- 
менте с панелью, вычисленные со сглаживанием и без него. 

Разрешение пс частоте В,-=2 Гц; чнело усреднений Л==256. 

Спектральные оценки, которые использовались при построе- 
нии графиков на рис. 5.8 и 5.9, были найдены с помощью обыч- 
ного спектрального окна Ханна для подавления боковых лепе- 
стков (см. разд. 3.4.2). Для иллюстрации влияния, которое 
сглаживание может оказать на оценки частотной характеристи- 

ки, {H(P)| uw y@xy(f) были вычислены заново при В.=2 Гц, но 
с использованием прямоугольного временнбго окна (без сгла- 
живания). На рис. 5.10 приведены результаты вычислений со 
сглаживанием и без него. Очевидно резкое увеличение впадин 
на графике у?.., (Г), соответствующих пикам и впадинам |Н(])|. 

Заметим далее, что |Н(})] заметно изменилась. Это показы-



124 Глава 5 

вает, что операция сглаживания существенно влияет на точ- 

ность оценивания амплитудной характеристики, если оценива- 

нне проводится на пределе разрешения. 

5.3. Предсказание реакции системы 

Вернемся еще раз к системе с одним входом и одним выхо- 
дом (рис. 5.1), и пусть теперь ее частотная характеристика 
Н({) известна или сделана ее оценка методами разд. 5.2. Пред- 
положим далее, что входной процесс х(Ё) известен или получе- 
на оценка его спектра С@»„({). Соотношения (4.3) и (4.8) позво- 
ляют найти ковариационную функцию и спектральную плот- 
ность реакции и(2): 

Ви (9=[ [вн ®) К, (а —В 44, (5.50) 
0 > 

Gy (f) =| Н (f) р С (f). (5.51) 

Скоро мы покажем, что эти результаты легко обобщатотся на 
системы с распределенными параметрами, если использовать 
классическое описание таких систем через их нормальные моды. 

5.3.1. Система с одной степенью свободы 

Рассмотрим сначала простую демпфированную систему (с 
одной степенью свободы), состоящую из пружины и массы 
(рис. 1.8), в которой входной величиной х([)=Е(Ё) является 
сила, а выходной и(#) — смещение. Частотная характеристика 
системы задается формулой (1.54): 

1/k 
TO = Kit + bln *   (5.52) 

где 

1 в . 
f nO V+ — (Собственная частота незатухающих колебаний, 

(5.53) 
С = =—Коэффициент затухания, 

2V km 

т си Е — масса, коэффициент затухания и коэффициент 
жесткости пружины соответственно. Импульсная переходная 
функция системы находится как обратное преобразование Фу- 
рье выражения (5.52); при &<1 она равна 

В (<) =Ае В" зп 2лфл, +> 0, (5.54)
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где 
н=- И!— б*=Собственная частота затухающих колебаний, 

A= Qnf?, [hf 2nf,/k V1—C?. 

Такнм образом, как следует из формул (5.50) и (5.51), кова- 
риационная функция и спектральная плотность реакции систе- 
мы и(1) имеют вид 

Ryy (<) = 4? | ferret (FP) x 

оо 

х яп 2лра эт 27 ВЮ, , («--а— В) dadp, (5.55) 

  

— Схх (К)? 5 
Coy) = Gifs? PET (9.08) 

Пусть, например, входной процесс х({) есть реализация ста- 
ционарного случайного процесса {х(Ё)} со спектральной плот- 
ностью С@,„х([)=0С (константа). Тогда выражения (5.55) и (5.56) 
принимают вид 

  

  

  

Grfge tnt || t | 
К, ®)= дс (cos 2m gt + Vine sin 2nf,| } = 

ЗЫ 
= i cos Qnf.t mpu $< 1, (5.57) 

_ Gira 
Sw = ИЕН ЕТ * (5.58) 

Графики всех этих входных и выходных функций вместе со 
схемой системы представлены на рис. 5.11. Суммарный средний 
квадрат реакции системы, согласно формуле (3.33), равен 

  

= А, (0) == | 6 (ра = ол и4СА?. (5.59) 

В часто встречающейся ситуации, когда $5<1, формулы (5.57) — 
(5.59) дают достаточно хорошие приближення реакции систе- 
мы, если только С„х(7) = С в полосе частот (1—6f)fa<cf< (1+ 

+65) fa. 

5.3.2. Системы с распределенными параметрами 

Способ предсказания реакции системы, развитый в предыду- 
щем разделе, легко распространяется на произвольные систе- 
мы © распределенными параметрами, подверженные распреде-
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ленному воздействию, если только такие системы можно опи- 
сать через их нормальные моды, как это было сделано в 
разд. 1.3.4 в случае механических систем. Рассмотрим одно- 
мерную конструкцию, подверженную распределенному воздей- 

р(т, 2) 

ceteris 
| 

(Е, Е) 

Рис. 5.12. Непрерывная конструкция с распределенным воздействием. 

  

  
  

  

ствию р(х,Ё) (рис. 5.12). По формуле (1.60) реакция конструк- 
ции в любой точке & равна 

1 (Е, 1) =) 9; (§)9;(), i=1,2,3,..., (5.60) 

i 

где ф:(Е) — форма {-й нормальной моды, а 4:([) — обобщенная 
координата. Функция 4д:(Г) удовлетворяет дифференциальному 
уравнению 

  M, 290 10, 4 ка, o=fe (2) p(x,fdx, (5.61) 

где Мь Сь К; — определенные в формуле (1.61) обобщенные 
масса, коэффициент затухания и коэффициент жесткости кон- 
струкции соответственно. Спектр реакции конструкции и(Ё, #) 
находится следующим образом. Финитное преобразование 
Фурье выражения (5.60) при достаточно большой длине реали- 
зации Т дает 

Т 

УТ) =| уд ем = У: 0, 4Т), — (5.62) 
0 i 

rae Q:i(f, T) — buHHTHOe преобразование Фурье 4:(1). Аналогич- 
но находим финитное преобразование Фурье уравнения (5.61): 

— (лем, (, T) +i mf) C,Q (f. T)-+-K:Q1(f, T)= 
= | ф, (Х) Р(х,Ь Т)ах, (5.63)
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где Р(х, | Т) — финитное преобразование Фурье р(х, #). Тогда 
[ 

9:4. Т)=Н, (0 ( 9(®) Р(х, |, Т) de, (5.64) 
0 

откуда после подстановки выражения (5.52) получаем 

  

__ 11/К; 

4; 0)= = Gi? + BEML: (9-65) 
Заметим, что частотные характеристики Н:;([) для каждой нор- 
мальной моды, 1=1, 2, 3,.., имеют такой же вид, каки Н(р) сн- 
стемы с одной степенью свободы из формулы (5.52). Теперь, 
подставив выражение (5.64) в (5.62), получим 

l 

УЕ, РТ) =Уч®Н: © (ФОР, РТ). = (5.60) 
i 0 

Спектр выхода у(Ё, Г) вычисляется по формуле (3.47): 

Gyy sf) lim + EWV* G&A T)YE fT). (5.67) 

Подстаповка выражения (5.66) дает 

GG I=} VEO OQA* OA x 
{ Е 

11 

x | (01) ®) бро (, В, ав, — (5.68) 
оо 

где 

бо (о, В, = -р- Е1Р* (&ЬТ)Р®,ГТЛ — (5.69) 
есть взаимная спектральная плотность нагрузки р(х, Ё) в точ- 
ках а и В. 

Соответствующим образом нормированный двойной интеграл 
в уравнении (5.68) называется перекрестной функцией вос- 
приимчивости конструкции. Обычно она записывается в винде 

ff 

Pn O=Be-gy || | (2) 4B) Sun (а, Bs A daclB, (8.70) 
оо 

где [-—- длина конструкции, а С,(]) — исходный спектр плотно- 
сти входной нагрузки. Тогда уравнение (5.68) переписывается 
следующим образом: 

G,, (&, = LG, (f) > > 1 (5) Pe) A A) eA Pin (f). (5.71) 
Г №
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Член /]2(Г) представляет собой распределение по длине кон- 
струкции входного воздействия. Иногда (но не всегда) можно 
считать, что члены с 15=А пренебрежимо малы. В этом случае 

Gwe N=PG.() ¥ AO OAM. (5.72) 
где 

il 
| 1 РО =-но-рт | | 9: @ 9 ® був (о, В, 4048. — (679 

0 0 

Часто разумно считать, что вход р(х, Е) однороден (стациона- 
рен по пространству); тогда 

[а 
. 1 . Фтор | |9 (6) + ®) 6, (АЕ DdodB, (674) 

со 

где Ac=a—f. Приведенные выше результаты при необходимо- 
сти легко обобщить на случай двух и более измерений [5.3]. 

На практике часто прибегают к ряду дополнительных упро- 
щений уравнения (5.68). Если на реакцию системы большое 
влияние оказывают моды высших порядков, которые при этом 
накладываются друг на друга и не могут быть точно определе- 
ны аналитическим или экспернментальным путем, то в некото- 
рых случаях удается применить метод статистического усред- 
нения по пространству в узкой полосе частот (так называемый 
статистический энергетический анализ или процедура — СЭА) 
(5. 4]. С эмпирической точки зрения анализ и предсказание 
реакции систем с распределенными параметрами сводится к 
анализу н предсказанию реакции многомерных систем, посколь- 
ку измерения проводятся не непрерывно, а в дискретных точ- 
ках. Эти вопросы рассматриваются в гл. 8 и 10. 
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Глава 6 

ИДЕНТИФИКАЦИЯ ТРАКТОВ 

РАСПРОСТРАНЕНИЯ СИГНАЛОВ 

Ряд интересных задач, важных, в частности, для исследова- 
ний по защите от акустического шума и вибраций, появляется 
при изучении распространения энергии из одной точки в дру- 
гую по г трактам (рис. 6.1). В этом случае вычисление частот- 
пой характеристики, определяющей зависимость наблюдений па 
входе и выходе, позволяет правильно определить общую меру 
линейной связи между входной и выходной величинами, но не 
дает возможности оценить вклад отдельных трактов. Для реше- 
ния Таких задач в первую очередь необходимо четко различать 
дисперсное и бездисперсное распространения энергии, т. е. за- 
висит ли скорость распространения энергии от частоты. Неко- 
торые типы распространения энергии дисперсные; примерами 
могут служить волны на поверхности океана или же волны из- 
гиба в конструкциях. Однако во многих других случаях про- 
цесс распространения энергии можно считать бездисперсным, 
например электромагнитное излучение и продольные волны 
(волны сжатия) в различных средах, в том числе в воздухе и 
воде (акустический шум). 

6.1. Анализ бездисперсного распространения сигнала 
при наличии входных и выходных данных 

Предположим, что сигнал распространяется по бездисперс- 
ным трактам (рис. 6.1), т. е. скорость распространения по каж- 
дому тракту не зависит от частоты. Допустим, что амплитуд- 

| НУ(Р) — 

H2(f) | 
x(t y(t) 

  

  

  

  

  

H3(f) 

H,-(Ff) 

  

        
Рис. 6.1. Система с одним входом и одним выходом и с несколькими трак- 

тамн.
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ная характеристика каждого тракта равномерна и равна Н», 
В=1, 2, 3, .... Г. Тогда стационарный эргодический входной про- 
цесс {х(#)} вызовет выходной процесс {и(#)} вида 

у(—= Нах (1 т.) Н Нох (-т.)-|...-ЕНх(@—т,) = 

=> H,x (t—}). (6.1) 
=! 

6.1.1. Определение взаимной ковариации 

Согласно формулам (3.16) и (3.18), взаимная коварнацион- 
ная функция входного процесса х(Р) и выходного процесса 
(1), задаваемого соотношением (6.1), равна 

т 

Rey (0) Shim Ve (0 Ни и 9-ЕНы-—ь+9+... 

+H,x ({— t,-+1)] #=У HR, (t—T,). (6.2) 

k=] 

Иначе говоря, взаимная ковариационная функция x(t) un y(t) 
равна сумме функций, полученных сдвигом  ковариационной 
функции х(Ё) на <» и умножением на Н». Поэтому, если запаз- 
дывания в отдельных трактах различаются настолько, что мож- 
но четко выделить отдельные пики, то по этим пикам можно 
определить время распространения по каждому тракту и вели- 
чину переносимой по этому тракту энергии. Часто бывает из- 
вестна и скорость распространения сигнала с», R=1, 2, 3, ..., Г; 
тогда просто определить длину каждого тракта: 

d,=C1T,, R=1,2,3,..., 7. (6.3) 

Расстояния, определяемые формулой (6.3), часто позволяют по 
известной геометрической картине найти, по какому именно 
физическому пути распространяется энергия. 

Для иллюстрации этих принципов рассмотрим опыт, в ко- 
тором звук распространяется по трем трактам (см. схему на: 
рис. 6.2, а). Источник акустического шума — громкоговоритель, 
покрывающий полосу частот почти от нуля до 8000 Гц. На 
рис. 6.2, б приведен спектр снимаемого с микрофона выходного 
сигнала при отсутствии бокового и заднего отражателей. На 
рис. 6.3 изображены взаимные ковариационные функции вход- 
ного и выходного процессов при различном расположении от- 
ражающинх поверхностей. На рис. 6.3, а показана взаимная ко- 
варнационная функция при отсутствии отражателей. Как вид- 
но, пик приходится на т. =2,0 мс, что в точности равно времени, 

ge
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Рис. 6.2. Акустический эксперимент, в котором шум распространяется no 
нескольким трактам. 

Разрешенне по частоте В,„=10 Гц; число усреднений п=256. 

а — схема эксперимента; 6 — наблюдаемый спектр выходного сигнала при наличии только 
прямого тракта. В=8000 Гц. 

которое требуется звуку для прохождения расстояния 4! = 
—=0,68 м при скорости распространения звука в воздухе c= 
2340 м/с. Заметим также, что вид ковариационной функции 
согласуется с теоретическим видом ковариационной функции 
ограниченного по частоте белого шума ‘[см. формулу (3.63)]. 

На рис. 6.3, б показана взаимная ковариационная функция 
при наличии только бокового отражателя. Пик ковариации при 
=2,0 мс, соответствующий прямому тракту, остается без из- 
менений, но появляется второй пик такого же вида при т2= 
=3,9 мс, а это как раз равно времени прохождения отражен- 
ным от боковой поверхности сигналом расстояния 42=1,32 м.
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Вклад отраженного шума больше, чем прямого, потому что 
громкоговоритель, обладающий определенным направленным 
действием, был повернут в сторону бокового отражателя. На 
рис. 6.3, в приведена взаимная ковариационная функция при 
наличин только заднего отражателя. Пик, соответствующий 
прямому пути, и на этот раз не изменился, а второй пик подоб- 
ного вида появился прн тз=5,0 мс, что соответствует общей 
длине пути, проходимого шумом, отраженным от задней по- 
верхности, 4;=1,70 м. Наконец, на рис. 6.3,г2 представлена 
взаимная ковариационная функция при наличии обонх отража- 
телей. Отчетливо видны три пика, соответствующие трем от- 
дельным трактам. Все оценки производились при па=296 
усреднениях с разрешением по времени т. =АЁ=0,012 мс. 

Из результатов разд. 3.3.1 следует, что при фиксированной 
разнице запаздываний пики взаимной ковариации, соответст- 
звующие отдельным трактам, выделяются тем труднее, чем уже 
полоса частот шума. Для иллюстрации этого вывода описан- 
ный выше эксперимент был повторен с использованием нена- 
правленного источника шума, полоса частот которого имела 
алирину —800 Гц с центральной частотой 1000 Гц. На рис. 6.4 
изображена полученная в результате этого опыта взаимная 
*овариационная функция между сигналами, снимаемыми с 
входного и выходного микрофонов; при этом использовался 
только боковой отражатель. Из рисунка видно, что два трак- 
та, которые четко выделялись при ширине спектра 8000 Гц 
{рис. 6.3, 6), теперь едва различимы. В предельном случае, 
когда источник шума испускает гармоническое колебапне, ко- 
вариационная функция каждого тракта есть косинусоида, зада- 
заемая формулой (3.61), и выделение отдельных трактов вооб- 
чце невозможно. Приближенно можно считать, что если полоса 
частот выходного сигнала равна В, то для надежного выделе- 
ния пиков ковариации, соответствующих отдельным трактам, 
запаздывания в любой паре трактов должны удовлетворять не- 
равенству 

\c,—t,|>1/B, &Е=1,9,3,...,г. (6.4) 

Однако в некоторых случаях использование импульсных пере- 
ходных функций позволяет проводить анализ с лучшим разре- 
шением (см. разд 6.1.3). 

6.1.2. Измерение взаимных спектров 

Поскольку при анализе систем с несколькими  трактами 
взаимная ковариационная функция позволяет выделить отдель- 
ные тракты, то ту же информацию можно извлечь и из ее 
лреобразования Фурье, Т. е. взаимной спектральной плотности.
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Рис. 6.3. Взаимная коварнационная функция в акустическом эксперименте 
с несколькими трактами при В=8000 Гц. 

Разрешение по времени т,=0,012 мс; число усреднений п=256, 

а — при налняни только прямого тракта; б — при наличии отражения от боковой поверх- 

Переход в формуле (6.2) к преобразованию Фурье дает 

сд =У нб, ет, (6.5) 
k=l
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ности, в — при налични отражения от задией поверхности; г — при иаличин отражений 
от задней и боковой поверхностей. 

или с использованием полярных обозначений получаем 

G,, (f) =| Gy (f) | oxy ce (6.6) 
где 

г г 1/2 

| Су (f) | — С, (f) > > Hf, Cos 21} (tT; —7,) ‚ (6.7) 

{= k=] 

6, (A) =arctg У Af, sin 2nft, / У FH, cos 2nft, |. (6.8) 
k=) Rm]
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Если сигиал проходит по одному тракту за время ть то 

Gy (l=MG,. A) 0.y (f) = 20ft,. (6.9) 

Следовательно, как уже было показано в разд. 3.3.4, фазовый 

угол является линейной функцией частоты. Если сигнал pac- 
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Рис. 6.4. Взаимная коварнационная функция в авусгическом эксперименте 
с несколькими трактами при наличии отражения от боковой поверхности 

и В=800 Гц. 
Разрешение по времени т,=0,012 мс; число усреднений п ==256. 

пространяется по двум трактам за время т, и т2 соответствен- 
но, ло 

Guy (f) |= С, (f) (P+ H,? +- 2H, H, cos 2nf (t.—1,)]”2, 
(6.10) 

_ H, sin 2sft, + H.sin 2nft, 
Sy Hf =arctg] H, cos 2a ft, + A, cos 2aft, | 

Из равенств (6.10) следует, что в случае двух трактов модуль 
взаимного спектра отражает наличие взаимного влняния трак- 
тов, которое выражается в появлении значительных провалов 
на его графике, равноотстоящих друг от друга на расстояние 

Af = 11 (<.—*,}; (6.11) 

NepBLH NpOpan cooTBeTcTByer uacToTte f=Af/2. M3 cooTHoweHur 
(6.10) следует также, что фаза взаимного спектра — пилооб- 
разная функция, причем наклон отдельных ее звеньев зависит 
от частоты. 

Для определения функции когерентности между входным 
процессом х(Г) и выходным процессом и(1) нужно сначала най- 
ти спектр выхода #(2), задаваемого формулой (6.1). Преобра-
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зования, подобные использованным при получении выражений 
(6.2) и (6.5), позволяют найти, что 

Ви, (= У У Н.Н, В, (п-т, —т), (6.12) 
i=l] k=l 

G,, =G,, ) > У Н.Н, сз 2} (т.—т,). — (6.13) 
t=] k=1 

Используя выражения (6.7) и (6.13), находим, что в случае 
нескольких трактов функция когерентности входного и выход- 
ного процессов равна 

Veg И = (В ЮР) Gay (N= 1 (6.14) 
для всех частот независимо от числа трактов. Этот результат 
следовало ожидать. При линейном распространении сигнала и 
отсутствин постороннего шума процесс y(f) обусловлен исклю- 
чительно процессом x(t), поэтому выход должен быть полно- 
стью когерентным с х(Ё) независимо от числа трактов распро- 
странения входного процесса. Однако заметим, что в некоторых 
особых многомерных случаях функция когерентности входного 
и выходного процессов бывает меньше единицы даже при ли- 
нейном распространении и отсутствии постороннего шума. Это 
явление связано с реверберацией и будет рассмотрено в 
разд. 7.3.4. 

Чтобы проиллюстрировать применение спектральных мето- 
дов к задачам бездисперсного распространения сигнала по не- 
скольким трактам, обратимся еще раз к эксперименту, схема 
которого изображена на рис. 6.2; ширина спектра источника 
равна 3500 Гц. На рис. 6.5 приведены функции когерентиости 
и фазовый угол, вычисленные между входным и выходным мник- 
рофонами при отсутствии отражающих поверхностей (а) и на- 
личин только боковой отражающей поверхности (6). Если про- 
цесс распространяется только по прямому тракту (рис. 6.5, а), 
то фазовая характеристика представляет собой пилообразиую 
функцио, отдельные звенья которой хорошо описываются урав- 
нением 6,,({)=0,004 п} в соответствии с формулой (6.9) при 
времени распространения ч!=2,0 мс. Функция когерентности 
почти точно равна единице на всех частотах, как и должно быть 
по формуле (6.14), за исключением частот ниже 200 Гц, на ко- 
торых акустический источник слаб и подавляется фоновыми шу- 
мами. 

В случае двух трактов (рис. 6.5,6) фазовая характеристи- 
ка — пилообразная функция более сложного вида в соответ- 
ствии с формулой (6.10) при 1=2,0 мс и т2=3,9 мс. Функция 
когерентности и в этом случае равна единице на большинстве
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в —при наличии только прямого тракта; б — при наличии отражения от боковой поверх» 
ности.
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частот выше 200 Гц в соответствии с формулой (6.14). Прова- 
лы функции когерентности на некоторых частотах объясняют- 
ся взаимным влиянием трактов при измерении взаимного спект- 
ра [см. формулу (6.11)]. Хотя теоретически функция когерент- 
ности должна равняться единице на всех частотах, в действи- 
тельности взаимное влияние трактов приводит к подавлению 
на некоторых частотах измерений взаимного спектра фоновым 
шумом и вызывает уменьшение функции когерентности. Появ- 
ление таких ложных провалов на графике функции когерентно- 
сти часто наблюдается на практике и будет еще рассматривать- 
ся в ГЛ. 7. 

Сравнив спектральные оценки рис. 6.5 с соответствующими 
ковариационными оценками рис. 6.3, легко понять, почему при 
анализе бездисперсного распространения сигнала по несколь- 
ким трактам шире используются корреляционные методы. Во 
взаимном спектре содержится та же информация, но визуально 
ее намного труднее извлечь. 

6.1.3. Измерение импульсной переходной функции 

В разд. 6.1.1 уже отмечалось, что выделение отдельных трак- 
тов распространения сигнала взаимно-ковариационными мето- 
дамн значительно усложняется с уменьшением спектраль- 
ной ширины процесса вследствие размазывания пиков ковариа- 
ционной функции. На практике, когда входной процесс вводится 
искусственно, улучшить качество идентификации можно про- 
стым увеличением до максимально возможной величины шири- 
ны спектра входного процесса. Однако во многих практически 
важных случаях входной процесс имеет естественное происхож- 
дение и не может быть изменен. Тем не менее если спектраль- 
ная ширина входного процесса велика, но его мощность кон- 
центрируется в одной или нескольких узких полосах, то исполь- 
зование импульсной переходной функции вместо взаимной ко- 
вариационной функции позволяет добиться лучшего выделения 
отдельных ковариационных пиков. 

Импульсная переходная функция Й(т) была определена в 
формуле (1.45) как обратное преобразование Фурье частотной 
характеристики, т. е. 

ло = НО elonic Jf (6.15) 

Формула (5.1) дает оптимальную оценку частотной характери- 
CTHKH 

1 (J=G,, iG. BS Say DSi. O- (6.16)
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Рис. 6.6. Акустический эксперимент с двумя трактами. 
Разрешение по частоте В,=30 Гц; число усреднений пд=100. 

а — схема эксперимента; б — наблюдаемый спектр выходного процесса. 

Поэтому из выражения (6.15) следует, что 

h(t) = \ аи е!2 1 df, 

— oo 

(6.17) 

Но по формуле (3.37) взаимная коварнационная функция про- 
цессов х(1) и у(Ё) равна 

R,, () = (5, (дер аЁ. 
—со 

(6.18) 

Сравнение (6.17) и (6.18) показывает, что импульсная переход- 
ная функция совпадает со взаимной ковариационной функ- 
цией, если входной процесс х(Г) имеет равномерную спектраль- 
ную плотность $»»„([) =1. Вычисляя импульсную переходную 
функцию, находим взаимную коварнационную функцию при 
равномерной спектральной плотности входного процесса. Сле- 
довательно, вычисляя импульсную переходную функцию, мы 
предварительно выбеливаем входной процесс по всей ширине
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Рис. 6.7. Результаты акустического эксперимента с двумя трактами. 
Разрешение по времени 1."0,015 мс; число усреднений лз=100. 

а — взанмная коварнацнониая функция: 6 — импульсная переходная функция. 

его спектра, что в некоторых случаях способствует лучшему 
определению отдельных трактов распространения снгнала. 

Для иллюстрации этого подхода рассмотрим простой акустн- 
ческий эксперимент, схема которого приведена на рис. 6.6, а. 
Громкоговоритель излучает случайный шум со спектральной 
шириной 10000 Гц, который фильтруется таким образом, что 
мощность его концентрируется в полосе шириной 450 Гц с 
центром па частоте 2000 Гц. Спектр выходного сигнала изобра- 
жен на рис. 6.6, 6. Акустический шум достигает микрофона по 
прямому тракту за т, =0,61/6=1,8 мс, если скорость звука при- 
нять равной с=340 м/с. Отражение от расположенной за микро- 
фоном поверхности приводит к появлению еще одного тракта, 
причем время распространения по нему тг равно 0,89/с=2,6 мс.
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Графики наблюдаемых взаимной ковариационной и импульс- 
ной переходной функций для сигнала х({), излучаемого гром- 

коговорителем, и выходного сигнала микрофона у({) приведе- 
ны на рис. 6.7. График на рис. 6.7, а близок к теоретическому 
виду ковариационной функции идеального узкополосного шума, 
определяемой формулой (3.65). Однако по виду огибающей ко- 
вариационной функции никак нельзя догадаться о существо- 
вании двух трактов распространения сигнала. В то же время 
эти два тракта отчетливо выделяются по графику импульсной 
переходной функции на рис. 6.7, 6. Более того, ее огибающая 
достигает максимума при точных значениях запаздывания 
т! = [1,8 МС и 12=2,6 мс. 

Применение импульсных переходных функций к решению 
задач такого рода часто ограничивается малым отношением 
сигнала к шуму при измерении входного снгнала х({). Если 
X(/) действительно представляет собой узкополосный сигнал, 
сосредоточенный в полосе частот ^—В/2=— {< /--В/2, то на- 
блюдения вне этой полосы будут просто посторонним шумом, и 
применение импульсной переходной функции не даст никаких 
преимуществ по сравнению с ковариационным методом. Опи- 
санный метод будет эффективным, если х(Ё) превышает фоно- 
вый шум в полосе частот, значительно более широкий, чем та, 
в которой концентрируется основная часть энергин процесса. 
Более того, если спектральная ширина процесса y(t) опреде- 
ляется видом частотной характеристики тракта сигнала, а не 
спектральной шириной входного сигнала, то и в этом случае ис- 
пользование импульсных переходных функций не даст никаких 
преимуществ по сравнению со взаимно-ковариационным ана- 
JIH30M. 

6.1.4. Практические соображения 

Целый ряд причин помимо уже перечисленных ограничивают 
применение взаимно-ковариационного и взаимно-спектрального 
методов к задачам идентификации трактов. Главные из них — 
это а) существенный шум в измерениях на входе и (или) выхо- 
де и 6) рассеяние. Сложность вычислений, необходимых для 
выделения пиков взаимной ковариации, идентифицирующих от- 
дельные тракты распространения сигнала, резко увеличивает- 
ся с ростом числа трактов и (или) внешнего шума. ИЗз гл. 3 
известно, что 

Г и 
Хо". dale) = 1, (6.19) 
k=l 

где рху(@»/сь) — значения нормированной корреляционной функ- 
ции, соответствующие отдельным трактам. Поэтому эти значе-
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ния уменьшаются с ростом числа трактов г. Кроме того, присут- 
ствие на входе и (или) на выходе внешнего шума со средне- 
квадратичными отклонениями бт и ои соответственно еще боль- 
ше уменьшает значения нормированной корреляционной функ- 
ции, так как в этом случае р.,(@»/ск) нужно разделить на ве- 
личину 

[1+-(,/0,)?-+-(6,,/0,)?-+ (o,/0,)? (0,,/0,)712. (6.20) 

Следовательно, идентификация нескольких трактов распростра- 
нения сигнала при значительном входном или выходном шуме 
требует поиска сравнительно небольших пиков. 

Далее из гл. 3 следует, что присутствие внешнего шума в 
наблюдениях на входе и выходе приводит к случайным ошиб- 
кам оценивания корреляции. В частности, по табл. 3.2 норми- 

рованная случайная ошибка оценки Вху(т) равна 

[Ки (= р? (Ми, (6.21) 

где Ах,(т) вычисляется по формулам (3.84) — (3.88). Прибли- 
женно можно считать, что пик ковариационной функции можно 
обнаружить, если он по величине по крайней мере в три раза 
больше среднеквадратичного отклонения случайной ошибки, 
т. е. 

e[R,, ()] < 1/3. (6.22) 

Поэтому для обнаружения ковариационного максимума вели- 
чиной, скажем, рх,(т)=0,10 требуется наблюдений Nng не 
меньше, чем 

Nirg= [1-9 xy (t)M/e? [Ruy (т) > 909. 
Заметим, что пд может равняться единице, если только М№ до- 
статочно велико. 

Вспомним теперь, что соотношение (6.2) было выведено в 
предположении, что амплитудная характеристика каждого без- 
дисперсного тракта равномерна. Это в свою очередь приводит 
к тому, что форма пиков ковариационной функции определя- 
ется видом ковариационной функции входного процесса x(t). 
В более общем случае неравномерной частотной характеристики 
|Hn(f)| каждого тракта выражение (6.18) через С„„(Р) н 
комплексно сопряженную величину С(*,.({) записывается сле- 
дующим образом: 

Ry => | б„ (ем { G,,* (f) e-Palt df, (6.23) 
0 0
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а формула (6.5) преобразуется к виду 

Gy (N= У Нь@ 6, (ре т”. (6.24) 
k=] 

Поэтому для нахождения Gyy(f) HyKHO 3HaTb A,(f) полно- 
стью, т. е. и амплитудную, и фазовую характеристики. Следова- 
тельно, пики ковариационной функции будут иметь форму, 
определяемую входным процессом x(t) сос спектральной 
плотностью |Нь(Р[С,х(|), а не С„.(р. Поэтому, даже если 
x(t) является идеальным белым шумом, пики коварнационной 
функции будут иметь форму, соответствующую узкополосному 
шуму, если только такой вид имеет амплитудная характеристика 
этого тракта. Неравномерность амплитудной характеристики 
может существенно растянуть пики ковариационной фуикции 
и серьезно ухудшить разрешающую способность взаимно-ко- 
варнационных методов для задач идентификации трактов. За- 
метим, что использование импульсных переходных Функций 
(разд. 6.1.3) также не позволяет преодолеть трудности такого 
рода. Но, с другой стороны, свойство псравномерных ампли- 
тудных характеристик влиять на форму ковариационных мак- 
симумов позволяет строить оценки частотных характеристик 
(см. разд. 6.4). 

Рассеяние, препятствия и неоднородности на пути распрост- 
ранения сигнала приводят к появлению отражений под различ- 
ными углами или к существенному изменению направлення 
распространения потока энергин. Эти факторы, как правило, 
смазывают пики, уменьшают их величину и могут даже стать 
причиной появления максимумов на ложных позициях. К лю- 
бым аномалиям на пути распространения сигнала следует от- 
носиться осторожно. Например, существенное влияние на рас- 
пространение акустического шума в воздухе могут оказать 
турбулентность или порывы ветра на его пути. 

6.2. Анализ бездисперсного распространения 
сигналов при наличии только выходных данных 

При анализе распрострапения сигналов по нескольким трак- 
там иногда оказывается невозможным измерение входного про- 
цесса х(Ё). В таких случаях все-таки можно получить некото- 
рую информацию, анализируя только выходной процесс и(1). 

6.2.1. Измерение ковариационной функции 

Обратимся снова к задаче распространения сигнала по не- 
скольким трактам (рис. 6.1}. Если сигнал распространяется по 
г бездисперсным трактам с равномериыми частотными характе-
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ристиками Нь, В=1, 2, 3, ..., г, то выходной процесс задается вы- 
ражением (6.1). Ковариационная функция у(Ё) вычисляется по 
формуле (6.12), которую можно переписать следующим обра- 
30M: 

r гг 

Ку, (®) == К» (1) УН\- У Rex (t+1;—T,). (6.25) 
k=l i=1 k=I 

[ЕЁ 

Другими словамн, ковариационная функция процесса и(Г) рав: 
на сумме функций, полученных сдвигом ковариационной функ- 
ции процесса x(t) на Ат=т;г—т симметрично относительно 
т=0 и умножением на НШь при 15А, t, k=], 2, 3,...,r. Поэто- 
му, хотя абсолютные значения времен распространения полу- 
чить нельзя, можно определить их разности. 

Для иллюстрации этого вывода еще раз рассмотрим акусти- 
ческий эксперимент, в котором шум проходит по трем трактам 
(рис. 6.2). На рис. 6.8 изображены графики ковариационной 
функции выходного процесса и({), вычисленной при различном 
положении отражающих поверхностей и спектральной ширине 
входа В=8000 Гц. Из формулы (6.25) следует, что если шум 
распространяется только по прямому тракту, TO коварнацион- 
ная функция выходного процесса у(1) имеет вид 

Ry (t) =H PR, (0); (6.26) 

что в точности соответствует pHc. 6.8,a npH AH,=1. Ecau ects 
только боковое отражение, то 

Ry (1) = (AE Ae’) Ry (1) НаНаК,их (ера — т) -- 
+H R,, (t--T—T), (6.27) 

re ti—T2=—1,9 мс и to—t;=1,9 mc. DTOT TeopeTHyecKkHH pe3syJb- 
тат согласуется с данными эксперимента на рис. 6.8, 6. Если 
есть отражение только от задней поверхности, то следует ожи- 
дать, что 

Ки, (т) — (H,°-+-H;°) Rex (т) АНН К,» (т + т: — 3) -- 

+ НзН: К,» (т-- т —T)), (6.28) 

re t1—T3=—3 мс и T3—t;=3 мс. Снова обнаруживаем согла- 
сие с экспериментальным результатом на рис. 6.8, в. Наконец, 
если имеются обе отражающие поверхности, то, согласно фор- 
муле (6.25), выражение для ковариационной функции состоит 
из семи членов: 

Кии (1) = (Н?--Н?--Нз”) R,, (t) 4+ 

НН ВК, (тнт, — 1%) -- ALR, 7+ Ty) + 

+ HAZR,, (t+ — Ts) + HA, R,, (t+ 13— Ty) 

+ ALAR, (t4-t2—T3) Е НВК, (--18— т»), (6.29) 
10—561
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Рис. 6.8. Ковариационная функция в акустическом эксперименте с несколь- 
кимн трактами (рис. 6.2) при В=8000 Гц. 

Разрешенне по времени 1,=0,012 мс; число усреднений п:=266. 

а — при налнчин только прямого тракта; 6 — при наличин отраження от боковой поверх“ 

где 
94— 12==— 1,9 мс, %T,—T3==—3,0 Mc, т. т.=— 1,1 мс, 

T— T= 1,9 mc, T3—— T, == 3,0 Mc, T3— T= 1,1 me. 

На рис. 6.8,г боковые пики при т=-+1,9 мс видны очень хоро- 
шо, при = -3 мс едва различимы, а при т=-+1,1 мс вообще 
исчезают. Дело, разумеется, в том, что ширина спектра недо-
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статочна для правильного разделения всех разностей между 
временами распространения, встречающимися в эксперименте. 
Требования к разрешающей способности здесь еще более жест- 
кие, чем при взаимно-ковариационном анализе (см. рис. 6.3,г), 
так как в последнем случае не появляются максимумы при 
сдвигах времени, равных разностям времен распространения 
отраженных сигналов, т. е. отсутствуют максимумы при т= 
= + |t2—13|. 

10*
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6.2.2. Измерение спектра 

Перейдем теперь к спектральной плотности выходного про- 
цесса y(t) npH бездисперсном распространении сигнала 
(рис. 6.1). Спектр #(Е), полученный в формуле (6.13) как пре- 
образование Фурье коварчационной функции, может быть за- 
писан в следующем виде: 

G,y (fy =G,,, (f) У A+» У HH, cos 2nf (t;—,) |. (6.30) 
k=} i=] k=] 

5-Е 

Из этой формулы видно, что спектр процесса у(Р) отражает 
взаимодействие трактов в виде больцих интерференционных 
провалов, расположенных на расстоянии 

Af ,= 1)| T;—— Tp |, 58 = [,2,3,..., Г, (6.31) 

друг от друга. На рис. 6.9 показаны спектры выходного про- 
цесса и(Ё), вычисленные по данным того же акустического экс- 
перимента (рис. 6.2) при различиом положенни отражающих 
поверхностей. При отсутствии отражений спектр y(t), согласно 
формуле (6.30), равен просто (рис. 6.9, а) 

б„„(==Н:“С,, ($. (6.32) 

Когда добавляется боковое отражение, формула (6.30) дает 

величину 

Gy, (= Gn. (f) [9 ?-Н На - 2H, A, cos of (t,—T,)], (6.33) 

равную сумме спектров трактов плюс интерфереиционные про- 
валы, следующие через 

АР. = 1 /(t.— т.) = 530 Yu. 

Если добавлено отражение только от задней поверхности, то 
результат будет тот же, только вместо Н2 и т2 надо подставить 
Нз и тз соответственно, т. е. интерференционные провалы сле- 
дуют через 

Afyg= 1/(t3— 1) = 330 Гц. 

Эти теоретические результаты подтверждаются эксперименталь- 
ными спектрами рис. 6.9, 6 и в соответственно. Наконец, при 
наличии обеих отражающих поверхностей формула (6.30) дает 

б„@ф=д,, ПН -ЕНУ-ЕНУ--2Н,Н» со 29 (1, —T4) + 
-+ 2H,H, cos 2nf (t,—1,) + 2H,H, cos 2nf (tz,—7,}], (6.34) 

откуда следует, что выходной спектр равен сумме спектров 
трех трактов и результата интерференции, включающей три
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составляющих с провалами, следующими соответственно через. 

АЕ. = 530 Гц, АН. —330 Гц, Ар, = 910 Гц. 

Экспериментальные результаты на рис. 6.9,г указывают на на- 
личне сложной интерференционной картины, но выделить от- 
дельные составляющие, идентифицирующие отдельные тракты: 
прохождения сигнала, невозможно. 

6.2.3. Практические соображения 

Многочисленные трудности, которые встречаются при вза- 
имно-ковариационном и взаимно-спектральном анализе (CM. 
разд. 6.1.4), в полной мере проявляются и при использовании! 
коварнационных и спектральных методог, но в последних слу- 
чаях наличие внешнего шума на выходе создает еще больше 
проблем. При взаимно-ковариационном анализе внешний шум' 
на входе или выходе уменьшает относительный вклад отдель- 
ных пиков ковариации и увеличивает случайную ошибку, но не 
приводит к искажению или смещению результатов. В то же 
время при ковариационпом анализе шум на выходе п(1) скла- 
дывается непосредственно с интересующим нас выходным сиг- 
налом 9(Ё), т. е. 

у=о (0-1 (0, Ry()=Re)+Rin(). = (6.35) 
Следовательно, шум на выходе смещает Ry, (t) и может скрыть 
пики, соответствующие разностям времен распространения сиг- 
налов. То же можно сказать и о спектральных оценках, 

Даже при отсутствии шума в наблюдениях выходного сиг- 
нала ковариациопные и спектральные методы представляют со- 
бой весьма плохое средство для решения задачи идентифика- 
ции трактов. Вычисляя ковариационную функцию или спектр, 
можно обнаружить наличие двух трактов и определить разницу 
времен распространения по ним от источника до места измере-. 
ния выходного процесса. Однако идентификация отдельных 
трактов становится значительно сложнее, если таких трактов. 
трн или больше. Конечно, в некоторых случаях можно приме- 
нить специализированный анализ и тем самым улучшить каче-- 
ство определения разностей времен распрострапения. Например, 
преобразование Фурье выходного спектра (так называемый' 
кепстр?} превращает отдельные интерференционпые составля- 

) Кепстр (Серз{гит) — преобразование Фурье логарифма спектральной 
плотности стационарного случайного процесса. Эта функция применяется при’ 
анализе процессов, содержащих отраженные сигналы. Более подробно см. Во- 
geri B. P., Healy M. J. R., Tukey J. W. The Quefrency Alanysis of Time Series. 
for Echoes: Cepstrum, Pseudo-Autocovariance, Cross-cepstrum and Saphe 
Cracking, Proceedings of the Symposium on Time Series Analysis by Ro- 
senblatt M. (Ed.), Wiley, No. 4, 1963, pp. 209—243.— /Tpum. nepea.
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ющие в спектральные пики на частотах Арк=1/|л-—мь|, 15ЕЁ = 
=], 2, 3,...Г, которые затем значительно легче идентифициро- 
зать. 

В тех случаях, когда энергия, распространяющаяся по раз- 
личным трактам, приходит в место наблюдения по различным 
направлениям, как обычно и бывает при анализе акустическо- 
го шума и электромагнитного излучения, отдельные тракты ча- 
сто можно изолировать, используя для измерепия выходного 
сигнала узконаправлепные приемники — системы микрофонов 
или антенны. В других случаях, когда прнмерные значения вре- 
мен распространения по различным возможным трактам изве- 
<стны, можно строить эмпирические кривые обычными методамн 
регрессионного анализа. Дополннтельные сведения о подобных 
задачах приводятся. в ГЛ. 1. 

6.3. Дисперсное распространение сигналов 

Рассмотрим теперь случай, когда тракты распространения 
сигнала (рис. 6.1) дисперсныс, т. е. скорость распространения 
<пгнала зависит от частоты. На практике дисперсность обычно 
приводит к увеличению скорости распространения сигнала с 
ростом частоты. Поэтому, если входной снгнал х(1) проходит 
через дисперсную среду, то высокочастотные составляющие х(1) 
достигнут выхода у(Ё) быстрее, чем пизкочастотные. Реальная 
скорость распространения волн с данной частотой называется 
групповой скоростью с„, которая связана с фазовой скоростью 
Cp, HO не равна ей. Если с›,-/”, где А— длина волны, TO 
6. = (1—п)с» [6.1]. Например, фазовая скорость волн изгиба в 
длинной тонкой балке равна [6.2] 

с,=У 1,8; — 1/А, (6.36) 

где й — толщина балки, с — скорость продольных волн (ско- 
рость звука) в балке. Следовательно, в этом случае п=—| и 
групповая скорость волн изгиба равна 

с.=2с,=2 У 1,817. (6.37) 

Из формулы (6.37) следует, что с. —[Р. 

$.3.1. Случай одного тракта 

Если даже вход х(Ё) и выход у({Ё) связывает только один 
тракт, широкополосные методы взаимно-ковариацнонного ана- 
лиза, описанные в разд. 6.1.1, в случае дисперсного распростра- 
нения сигнала не дают значащих результатов. Волны различ- 
ной частоты распространяются с различной скоростью, поэто- 
му на графике взаимной ковариационной функции отдельные
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пики не выделяются. Очевидно, однако, что эту трудность мож- 
но обойти, если анализ данных проводить в смежных полосах 
частот, достаточно узких для того, чтобы измепение групповой 
скорости в пределах каждой полосы было небольшим и пики 
коварнационной функции достаточно хорошо разрешались. Для 
волн изгиба в балках и плитах, где с« |”, приемлемые ре- 
зультаты получаются, если выбрать полосу частот, верхняя гра- 
ница которой в два раза больше нижней (одна октава). 

  
  

      

Ялентродбинамический 
Акселерометры вибратор. 

y(t) x(t) — г 
Е a п ЕН 
Е TS 

\ IZ mM . | 
, < —| Амортизирующий 

Алюминиевый материал 
СТЕРЖЕНЬ 

Рис. 6.10. Вибрация стержня. 

Для иллюстрации вышеизложенного рассмотрим простой 
эксперимент, проделанный Уайтом [6.3] по схеме, приведенной 
на рис. 6.10. Длинный прямой алюминиевый стержень толщи- 
ной А=0,0032 м подвергается на одном из его концов случай- 
ному возмущению. На расстоянии 4=1,2 м друг от друга на. 
стержне установлены два акселерометра. Для подавления от- 
ражений от концов стержень на концах хорошо амортизиро- 
Bail. Ha pue. 6.1] показаны взаимные коварпационные функции 
х([) и и(Е), вычислепные в трех полосах частот шириной в ок- 
таву каждая с центрами па частотах 1, 2 и 8 кГц. Вычисление. 
по формуле (6.37) групповой скорости волн изгиба, проходя- 
щих по стержню, после подстановки значений й=0,0032 ми 
с1=5150 м/с (скорость звука в алюминии) дает 

с. =2 У 1,8 с, = И. (6.38) 

Поэтому время прохождения т=4/с» расстояния 4=1,2 м меж- 
ду двумя акселерометрами должно составлять т=0,11 }^\/?2, или 

3,5 мс на }==1000 Гц, 

т=4 2,5 мс на f=2000 Iu, 

1,2 мс на /=8000 Гц. 

Эти вычисленные запаздывания полностью согласуются с на- 
блюдаемыми значениями (рис. 6.11). 

Разумеется, анализ прохождения сигнала по одному диспер- 
сному пути можно провести и с помощью взаимных спектраль- 
ных плотностей (когерентности и фазы) способом, изложенным
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Рис. 6.11. Взаимные коварнационные функции в эксперимеяте с вибрацней 
стержня в полосах частот шириной в октаву. 

Разрешение по времени т,=0,10 мс; число усреднений л=15. 
«а — 1000 Гц; 6 — 2000 Гц; в — 8000 Гц. (Данные, использованные на рис. 6.1] и 6.13, взя- 

ты из работы [6.3] с разрешения Акустического общества Амернкн н автора.) 

в разд. 6.1.2 применительно к анализу бездисперсного распро- 
странения сигнала. В диспереном случае фазовая характеристи- 
ка уже не будет линейно зависеть от частоты, но будет иметь 
другой вид, определяющий характер распространения сигнала 
в зависимости от частоты. Например, в эксперименте со стерж- 
нем (рис. 6.10), как следует из формул (3.74) и (6.37), фазо-
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вый угол между х(1) и у(Р) равен величине 

0 (f) = 2nfd/c,= ndf?/(1 ,8hc,)"”, (6.39) 

Поэтому признаком наличия в стержне волн изгиба при взаим- 
ном спектральном анализе. будет пропорциопальность фазы 
квадратному корню из частоты. 

6.3.2. Случай нескольких трактов 

Рассмотрим теперь дисперсное распространение сигнала по 
двум или более параллельным трактам между входом х(Ё) и 
выходом и(Ё) (рис. 6.1). Принципиально эту задачу можно ре- 
шить, используя взаимно-ковариационный анализ в ограничен- 
ных полосах для подавления влияния  дисперсности (см. 

Axcerepomemp, y{t) Axcenepamemp, x(t), Arexmpodunnmuvyeckt 
| 25м _. / ваоратой 

| ИГ 
Е A al = 
ES \ Е 

\ 

\ и Konuecout 
CL MOPITILLSLL PYHOLY LUE 

Илюминиевые материал 
CITEP HC, HLL 

SS C7 
3.7 Mm 

Рис. 6.12. Вибрация двух стержней. 

  

разд. 6.3.1). Однако при этом появляются два взаимно исклю- 
чающих требования: а) для подавления влияния дисперсности 
требуется узкополосный анализ; 6) для исключения наложения 
соседних коварнационных пиков необходим широкополосный 
анализ. Часто эти противоречивые требования не позволяют по- 
лучить значащих результатов. Однако в некоторых случаях 
достижим приемлемый компромисс. 

В качестве иллюстрации рассмотрим эксперимент, выполнен- 
ный Уайтом [6.3]. Сигнал проходит по двум трактам (рис. 6.12). 
Длинный прямой алюминиевый стержень толщиной й=0,0032 м 
приварен к изогнутому стержню той же толщины; к одному из 
концов стержня приложено случайное воздействие. На пря- 
мом стержне на расстоянии 41 =2,5 м друг от друга установле- 
ны два акселерометра, причем расстояние между ними по кри- 
волинейному пути равно 42=3,7 м. Концы прямого стержня хо- 
рошо амортизированы для подавления концевых отражений. 
На рис. 6.13 показана типичная взаимная ковариационная функ-
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ЗФис. 6.13. Взаимная ковариациоиная фувкция в эксперименте по вибрации 
двух стержней в полосе частот шириной в октаву при 850 Гц. 

Разрешение по времени 1,=0,10 мс; число усреднений пи=15. 

ция между х(Ё) и у(Р), вычисленная в полосе частот шириной в 
одну октаву с центром на частоте 650 Гц. Групповая скорость 
волн изгиба, проходящих по обоим стержням, согласно форму- 
ле (6.38), равна с„=11{ =320 м/с. Следовательно, время про- 
хождения сигналом расстояния между двумя акселерометрами 
по прямому и криволинейному трактам должно равняться со- 
ответственно т! =7,8 мс, т2=12 мс. На рис. 6.13 видно, что оги- 
бающая наблюдаемой взаимной ковариационной функции име- 
ет два отчетливых пика на предсказанных местах. 

Соображения по практическому применению описанных ме- 
тодов, приведенные в разд. 6.1.4, справедливы и в случае дис- 
персных трактов. В частности, анализ влияния шума [форму- 
лы (6.19) —(6.22)] применим в полной мере, если влияние дис- 
персности исключено путем проведения анализа в ограничен- 
ных полосах. Однако полностью исключить влияние дисперсно- 
сти обычно не удается из-за противоречивых требований к ши- 
рине полосы, в которой проводится анализ. Это приводит к то- 
му, что при анализе прохождения сигнала по трактам ковариа- 
ционные пики, как правило, накладываются друг на друга. 
8 силу этого коэффициенты корреляции отдельных ликов мень-
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ше, чем дает формула (6.20), и поэтому требуется даже боль- 
шее число наблюдений по сравнению с оценкой этого числа, да- 
ваемой формулами (6.21) и (6.22). 

6.3.3. Задачи смешанного типа 

Во многих случаях энергия может распространяться по неод- 
нородному тракту с двумя и более скоростями. В механических 
конструкциях распространение энергии может происходить в 

ЗСетеюбетонивий пол 

  

  

     

  

 Акселерометр, у (2) 

Злектродинамический 
вибритор   

Рис. 6.14. Вибрационный эксперимент в железобетонном административном 
здании. . 

винде как бездисперсных продольных волн, так и дисперсных 
волн изгиба. Простым примером может служить распростра- 
нение -высокочастотной вибрации, часто исследуемой в работах 
по технике защиты от шума, по большим железобетонным со- 
оружениям, таким, как многоэтажные здания. Динамическая 
энергия может проходить через железобетонную конструкцию 
как а) продольные волиы через бетон, 6) продольные волны че- 
рез стержни арматуры и (или} в) волны изгиба через конструк- 
цию в целом. Взаимно-ковариационный анализ в полосах шири- 
ной в октаву при различных центральных частотах во многих 
случаях позволяет определить вклад каждой из этих трех со- 
ставляющих. Продольные волны легко отличить от волн изги- 
ба, так как они бездисперсные и поэтому их время запаздыва- 
ния одинаково на всех частотах. 

В качестве примера рассмотрим вибрационный эксперимент, 
проведенный на первом этаже многоэтажного административ- 
ного здания (рис. 6.14). Электродинамический вибратор был 
укреплен на свае, поддерживающей железобетонную конструк- 
цию пола. Один акселерометр был установлен около вибра- 
тора, а второй —на другой опорной свае. Расстояние между ак- 
селерометрами вдоль плиты пола составляло около 10 м, тол- 
щина` плиты — около 0,37 м, включая верхнее покрытие толщи- 
ной 0,1 м. Вибратор создавал случайную вибрацию в полосах



158. Глава 6 
  

  

‚ 
от
н.
 

ед
 

is
 

| 
| 

| 

_
_
—
>
 

    
                    
  

  

              

5 2- 

= — 

м 

Be 
& -2 
x 
8 

4. | 8 -4[ 
= Е! 

0 4 6 12, 16 20 

запаздывание, MC 

Y 

6 

S | 

= 4¢- 

- | 

= 

2 

: se | | 
x 

но У 

53 
ях -Р 

x 
5 

Sy | 
+ 
о | 

< ОЕ 

0 4 $ 12 6 20 

FANAITIGRHUE, MC 

0 

Рис. 6.15. Взаимная ковариационная функция в вибрационном эксперименте, 
проведенном в административном здании, в полосе частот шириной в октаву. 

Разрешение по времени 1, =0,050 мс; чноло усреднений n,=20. 

а — 500 Гц; 6 — 1000 Гц. (Эти данные были получены ори поддержке фирмы «МОПег-ВВМ 
GmbH>».) 

частот шириной в одну октаву с центрами на частотах 500 и 
1000 Гц. Анализ проводился с разрешением по времени запаз- 
дывания т. =0,05 мс при па=20 усреднениях. 

Графики, приведенные на рис. 6.15, показывают, что кова- 
риационная функция имеет два максимума, которые как в поло- 
се частот с центром на частоте 500 Гц, так и в полосе частот 
с центром на частоте 1000 Гц приходятся на одни и теже зна- 
чения запаздывания: 11=2 мс, tTe=6 me. Преобладающий пик
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при т1=2 мс соответствует скорости распространения 5000 м/с, 
что примерно равно скорости звука в стали. Следовательно, 
продольные волны в стали арматуры пола переносят основную 
часть энергии на этих частотах между двумя точками измере- 
ния. Пик при ч2=6 мс, хорошо видный на частоте 500 Гц и 
менее заметный на частоте 1000 Гц, соответствует скорости рас- 
пространения 1700 м/с, что примерно равно скорости звука в 
легком бетоне '[6.2]. Поэтому, вероятно, этот пик вызван рас- 
пространением продольных волн через бетон. Через бетон пере- 
носится существенно меньше энергии, чем через арматуру, так 
как коэффициент поглощения бетона значительно выше, чем ко- 
эффициент поглощения стали. 

Что же касается волн изгиба, то толщина всей плиты пола 
слишком велика для того, чтобы могли появиться типичные 
волны изгиба с частотой выше 500 Гц [6.2]. Однако отдельные 
элементы конструкции пола, такие, как верхний слой плиты или 
элементы жесткости, могут переносить волны изгиба на рассмат- 
риваемых частотах. На рис. 6.15, а заметен отчетливый пик ко- 
вариации при тз=13 мс в полосе частот с центром на частоте 
500 Гц. По формуле (6.37) это время как раз равно времени 
запаздывания волны изгиба, проходящей через какой-то эле- 
мент конструкции пола с эффективной толщиной 0,1 м, что со- 
ответствует толщине верхнего слоя плиты. С другой стороны, 
пик при 13 мс может быть вызван и продольной волной, про- 
ходящей по какому-то тракту через другие элементы конструк- 
ции здания. 

6.4. Оценивание характеристик трактов 

Разделы 6.1—6.3 посвящены общей проблеме идентифика- 
ции возможных трактов распространения сигнала от точки на- 
блюдения входного процесса до точки наблюдения выходного 
процесса. При этом предполагается, что частотная характери- 
стика каждого тракта равна постоянной, Н({)=Н. На практи- 
ке, конечно, Н({) может и не быть постоянной, поэтому оцени- 
вание ее может представить большой интерес. 

6.4.1. Оценивание частотных характеристик трактов 

Если частотная характеристика тракта распространения сиг- 
нала есть произвольная функция Н({), отличная от константы 
Н, то взаимная ковариационная функция в случае нескольких 
трактов задается формулой (6.23), а не формулой (6.2). Пики 
взаимной ковариации, идентифицирующие каждый тракт, име- 
ют форму, определяемую входным процессом х(Ё) со спектром 
вида |Нь(Р|С»»«(Р), А=1,2,3,...г, а не С»„„([). Как отмечалось
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в разд. 6.1.4, это создает трудности при выделении отдельных 
трактов, так как неравномерность частотных характеристик, 
как правило, приводит к взанмному наложению пиков; с дру- 
гой стороны, если максимумы коварнации полностью разнесе- 
ны во времени, то взаимные ковариационные функции позволя- 
ют получить информацию отвосительно частотных характернс- 
тик отдельных трактов. 

Рассмотрим взаимную коварнационную функцию, вычислен- 
ную при анализе распространения сигнала по нескольким трак- 

Ray (т) 

  

  

0 Фа 2ь 

Рис. 6.16. Разделяющаяся взаимная ковариационная функция в задаче распро- 
странения сигнала по нескольким трактам. 

там, типа изображенной на рис. 6.16. По формулам (6.23) и 
(6.24) взаимная ковариационная функция только для одного 
к-го тракта равна Кхи, (т) вместо К» (т) ‚ т. е. 

ic о ве 
Кии, (т) = = | Си, (ре! 4} -}--5- | G*,,, (e-P df, (6.40) 

0 0 

где 
—j27ft, 

Gu, N=) Gu Qe (6.41) 
Поэтому в предположении отсутствия шума в измереннях вход- 
ного процесса х(Ё) оценка частотной характеристики А-го трак- 
та получается из формулы (6.41) в следующем виде: 

Hy (N= [би (бе. (6.42) 
Заметим, что Нь(Г) может иметь фазовую составляющую, от- 
личную от нуля, в дополнение к фазовому сдвигу, связанному 
со временем распространения ти. Если эта фазовая составляю- 
щая нелинейпа по частоте, то такой тракт дисперсный. В лю- 
бом случае обе фазовые составляющие разделить нельзя и мож- 
но определить только нх комбинацию, т. е. 

A, (=|, (| е бк "и. (6.43) 

В заключение следует отметить, что способ оценивания ча- 

стотных характеристик отдельных трактов с использованием
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формул (6.40) — (6.42) чрезвычайно чувствителен даже к не- 
большим неточностям выделения ковариационных функций, 

описывающих отдельные тракты. Это означает, что такой спо- 
соб не даст точных результатов при значительном взаимном 
наложении пиков ковариации. Если описанный способ применя- 
ется в случае дисперсных трактов, то очень важно, чтобы фильт- 
ры, используемые для выделения определенной полосы частот 
во входном и выходном процессах © целью исключения влия- 
ния дисперсности, были тщательно подогнаны так, чтобы их 
фазовые характеристики совпадали. В противном случае отно- 
сительный сдвиг фаз этих фильтров скажется па фазовой со- 
ставляющей Нь({), даваемой формулой (6.43). 

В гл. 5 и 11 дается анализ других возможных систематиче- 
ских и случайных ошибок при использовании оценок частотных 
характеристик вида (6.42). 

6.4.2. Применения к переходным процессам 

Все способы решения задач идентификации трактов метода- 
ми корреляциопного и спектрального анализа, описанные в этой 
главе, распространяются на переходные процессы. Если в фор- 
муле (6.1) х([) — переходный процесс небольшой длительности 
АТ, такой, что 

At <(t;—T,), i,k=1,2,3,..., 7, (6.44) 

то измерение на выходе даст 

y()= > H,x (t—1t,), (6.45) 
k=1 

т. е. имеем сумму переходных процессов, происходящих со сдви- 
гом во времени ть, Е=1, 2, 3,...г, соответствующим запаздыва- 
нию в ^-м тракте. 

Из разд. 4.1.2 следует, что все спектральные соотнощения, 
выведенные в этой главе, останутся в силе, если стационарные 
спектры С,,({) и С„(Р заменить энергетическими спектрами 
Gxy(f) и (р. Например, критерий различения трактов (6.4) 
сохраняется, причем В в этом уравнении — ширина энергетиче- 
ского спектра #,,([). Остаются в силе и оценки частотных ха- 
рактеристик (6.41) и (6.42), если стационарные спектры заме- 
нить энергетическими. 

Основное отличие анализа переходных процессов от анали- 
за стационарных процессов заключается в способе подавления 
шумов измерений. Как следует из формул (3.89) и (3.90), точ- 
ность оценок при взаимно-ковариационном или взаимно-спект- 
ральном анализе повышается с ростом числа усреднений Na, 

11—561
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что просто означает увеличение общей длительности реализа- 
ции. Если же входной процесс переходный, то усреднение сле- 
дует проводить по ансамблю переходных процессов, т. е. экс- 
перимент надо повторять много раз. В тех случаях, когда пе- 
реходный процесс детерминированный и его можно повторить 
без всякого инструментального шума на входе, усреднять мож- 
но только выходные сигналы. 
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Глава 7 

СИСТЕМЫ С ОДНИМ ВХОДОМ 

И НЕСКОЛЬКИМИ ВЫХОДАМИ 

Эта глава посвящена изучению систем с одним входным про- 
цессом, наблюдаемым или ненаблюдаемым, который вызывает 
несколько наблюдаемых выходных процессов. Каждый выход- 
ной процесс может быть либо результатом непосредственного 
измерения, либо сниматься с системы датчиков, установленных 
с целью формирования острой диаграммы направленности. 
В любом случае предполагается, что система, преобразующая 
входной процесс в измеряемые выходные процессы, линейна и 
имеет постоянные параметры и что все неизвестные отклонения 
от этого идеального случая включены в некоррелированный 
внешний шум на выходе. 

71. Корреляционные и спектральные соотношения 

Пусть система (рис. 7.1) состоит из одного стационарного 
эргодического случайного входного процесса х(Г), который вы- 
зывает г наблюдаемых выходных процессов #:(#), #=1, 2, ..., г. 
Из соотношения (4.1) следует, что каждый выходной процесс 
имеет вид 

oo 

y; (= | 4, (t) x(t—v) dt-en,(), i=1,2,.0, re (7.1) 
0 

Беря преобразование Фурье достаточно длинной реализации 
длины ТГ, получаем 

У, В Т)=Н, {Хх Т)-М: ,Т), #=1,2,...,г. (7.2) 

По предположению стационарности 

u,,=E [y; 9] =, | в, (в) е- ии, §=1,2,.5r (7.3) 
J 

Поэтому пу=0 для всех у:(1), если рх=0 и и,,=0. Для удобства 

и упрощения выкладок будем считать, что это условие выпол- 
няется. Допустим также, что х(Г) и п:(Р) некоррелированы, т. е. 
Е[х(Ё) п: (1) ] =0 для всех #. 

11*
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п, (2) 
  

п (т) | yi (t) 
M(t) 

      

  

  
a(t) Рё (т) z y(t) 

п-- (2)     

  

    
h(t) | Yr(t) 
  

Рис. 7.1. Система с одним входом и несколькими выходами. 

7.1.1. Соотношения между входным и выходными 
процессами в общем случае 

Как следует из формулы (4.3), ковариационная функция 
любого выходного процесса и:({) имеет вид 

Киш (9 == | [№ hy) Reg C+ 4—B) dadB+Ryin;(t). (7.9) 
0 0 

Аналогично спектральная плотность, согласно соотношению 
(4.3), дается формулой 

Gy yt (/) =| ff, (7) |? С, (+Giin; (7). (7.5) 

Как следует из формулы (4.5), взаимная ковариационная функ- 
ция между входным процессом х(Р) и любым выходным процес- 
сом и:(Р) определяется выражением 

Кии (= | №: (©) В, (т) а. (7.6) 
Q 

В частотной области соответствующая взаимная спектральная 
плотность, согласно формуле (4.9), имеет вид 

Gey (=H; (A) Gx (/)- (7.7) 

Соотношения (7.1)— (7.7) в точности совпадают с соотношения- 
ми для системы с одним входом и одним выходом при наличии 
внешнего шума.
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Найдем теперь взаимную ковариационную функцию двух 
произвольных выходных прецессов #:(1) в и:(1}, 157: 

Ки] (t) =F [y,@ y, ¢+7)|= 
oOo © 

3 

в (©) h, (B) E [x (t— a) x (t-+-t— )] dadB = 
0 0 

=\ (h,(@) hy ®)R,, (¢-+a— Py dad, (7.8) 
о 

математические ожидания остальных членов равны нулю. Это 
громоздкое выражение трудно представить в числовой форме и 
интерпретировать. Но, с другой стороны, перейдя в формуле 
(7.8) к преобразованию Фурье, получим, что взаимная спект- 
ральная плотность между двумя любыми выходными процесса- 
ми задается простым выражением 

Gry = H* (f) Hy (/) G, ‚ (. (7.9) 

Отсюда следует, что наблюдение G yin (P) плюс знание Н;: (р и 

НУР) в отдельности позволяют оценить С,х(Г), если непосред- 
ственпо определить С,х({) нельзя. 

Из выражений (7.5) и (7.9) получаем, что функция коге- 
рентпости между любыми двумя выходными процессами равна 

  

  

| Су; ЮР о j 
т МУ] O=¢% Gy iy; (7) Cy yj (ff) 

Le (DIL Hy (O12 Paw (D (7.10) ПП Я: ® бб, МВ) Ф 65 Ф- би, DY 
Интересно рассмотреть различные частные случаи формулы 
(7.10). Во-первых, пусть Gn inf) = Grn (P) —=0. Тогда 

Pees; (f)= 1. (7.11) 

Следовательно, и:(1) и и;(Р) исходят из одного источника х(#) 
неискаженнымн внешним шумом. Пусть теперь Н;({)=Н р) = 

=Н(Р и 
G.. (=| A (f) |? G, (7.12) 

Тогда 

  

а _ С? (|) - 
Ти OTE Gam, [G0 OF Onn, OY = (19 п] 

откуда следует, что функция когерентности всегда будет мень- 
ше единицы, если только внешний шум влияет на измерение XO-
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тя бы одного выходного процесса. Наконец, пусть Hi(f)=H(f) u 
НИЙ =1. В этом случае 

2 — [AT (/) I? G?xx (A) 
¥ viv | =; НО |? Gyx (f) + Сп; (/)] [Grx (f) + Опт; (f)] " (7.14) 

Изучение последних двух случаев можно продолжить, если 
Н(Г} имеет специальный вид. (См. [7.1], где также рассматри- 
ваются многие другие близкие к этой теме вопросы.) 

7.1.2. Соотношения для системы с одним входом 
и Овимя выходами 

Рассмотрим частный случай, когда система имеет один вход 
и два выхода (рис. 7.2). Если предположить, что шумы п, (1) и 
П2(Г) не коррелированы между собой и с входным процессом 
x(t), TO 

n,(t) 

  

H,(F) an y,(E) 

nz (t) 
      

x(t) 
  

He (F) ote) Y2(t) 
      

Рис. 7.2. Система с одним входом и двумя выходами. 

как следствие результатов разд. 7.1.1 получаем приведенные ни- 
же спектральные соотношения (зависимость от частоты { не 
указывается для упрощения обозначений): 

Gyn = Gin = Опа == ung Отто = 0, any 

Gy, = we Gain, =| i, и G,,+Giiny 

Gyo = Guy Grote =| 122 |? Gx t+ hones (7.15) 

Gry, — О — Н С» О — xo pd ох 

Guy ip = Gy H,* HG, 
27112, 

Функция когерептности двух ВЫХОДНЫХ процессов В ЭТОМ случае 

равна 

р | Gy iy, |2 | Guy № о 
Ти —= — С —7 хи хую (7.16) 

Оулу, буги» Силу У2У2
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Этот результат следует ИЗ ТОГО, ЧТО 

| Gi P= | H,* 7G, = ( | HT, |? О) ( | i, P G.J= Gi Goo» 

| | Gru, |? __ | Gx |? _ Gun 
  

  

5 1Gayy i Gua (7.17) хи хх би Сб и Gyiyy 
о бр 1Н.бк В Guy 

хо GxxGy, V2 GG, 242 Gy 242 

Рассмотрим два частных случая. Сначала допустим, что 
п (Е) =0, а значит, и С» „, =0. Тогда 

Py v0 Vas = P xy = Gov! Grove (7.18) 

Поэтому 

Go Py ye F vane? Grong (1— Тиз) О sue: (7.19) 

Следовательно, отношение выходного сигнала к шуму для вто- 
рого выхода равно 

ОГ папа = Py voll ~~ Рио) (7. 20) 

т. е. если шум, воздействующий на и (Г), пренебрежимо мал, то 
функция когерентности между выходами определяет отношение 
сигнала к шуму на втором выходе. 

Предположим теперь, YTO Guin, = Grong = Gan 

M7, =exp(—j2nft,), |, |=1, 

H,=exp(—j2nf), ПН. 
В случае произвольных Н! и Н2 формула (7.10) дает следующее 
выражение для функции когерентности двух выходов: 

  

_ ГА |? | Hy |? Grex 
Тиз = Нбр + бы) (НР бу Gand ^ (7.21) 

В частном случае |Н!|=|Н2|=1 

ие == Ge MG + G,, п). (7.22) 

Следовательно, 

„ин | Филе |/(1— | Фили» |) (7.23) 

где |ух,,| — положительный квадратный корень из %2у.„. Это 
случай, когда запаздывания ^1 и т2 для двух трактов различны, 
а внешний шум одинаков. Величина |уу,.| теперь определяет 
отношение сигнала к шуму Сх›./С пи, которое совпадает с Си,/С ли 
или С,ь/Сп, так как С„х=О,и=С., если |Н!|=|Н?2|=1.
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1.2. Относительное запаздывание и направление 
распространения сигнала 

Пусть два искаженных шумом сигнала и (Ё) и 12(Ё) 
(рис. 7.2) имеют вид 

ий =х (0-Е пи (0, 
(7.24) 

уз (= ах (1 — т) п» (0. 
Постоянные а и т, определяют соответственно коэффициент от- 
носнтельного затухания и запаздывание. Шумовые слагаемые 
т (Г) и п2(Г) предполагаются пекоррелированными между со- 
6oH uc x(f). 

7.2.1. Оценивание относительного запаздывания 

Согласно соотношениям (3.15) и (3.30), взаимная ковариа- 
ционная функция и взаимная спектральная плотность процессов 
и: (Г) и 92(#), определенных уравнепиями (7.24), имеют вид 

Кио (т} —=Е [ys (t) Y2 (¢-+-1)]= aR. (t—7), 

(7.25) 

Giyuy V=2 | Ryyg (1) e-P* dv cre-PG,, (f) 
—oo 

тогда как ковариационные функцин и спектральные плотности 
даются выражениями 

Кии (т) = Е 1 (4) и (#--т)]= К. (®-Н Кип, (1), 
Чин (=, Р-Н О.в, (9, (7.26) 

Кузиь (9) == Е [4% (6) ур (т) == РК (т) Кима (%), 

Grote ( /y==a?G,, (-+Grone (f) 

В формулах (7.25) для Ку. (т) и Grn (Г) отсутствуют шумо- 
вые члены п, (1) и п2(!Г). Выражение для Ry y(t) является 

функцией от а, т,, Кх»›(т) и имеет, очевидно, максимум при 
т=11. Запаздывание т! липейно входит в фазовую составляющую 
взаимного спектра: 

0, (Р=27/ч. (7.28) 

Следовательно, запаздывание т, можно определить либо по 
взаимной ковариационной функции, либо по взаимной спект- 
ральной плотности из формул (7.25). 

Приведенные выше результаты в принципе идентичны ре- 
зультатам, использованным при определении времени запазды- 

(7.27)
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вання в задаче бездисперсного распространения сигнала по не- 
скольким трактам (гл. 6); их применения ограничены теми же 
практическими трудностями. Но в данном случае не возникает 
проблем, связанных с наложением соседних пиков, потому что 
по предположению между и: (1) и у2(Ё) есть только один тракт. 
С другой стороны, все же желательно сделать пик ковариации 
при т=т: по возможности более острым, чтобы добиться макси- 
мальной точности определения т!. Часто это можно сделать та- 
ким же способом, какой был использован в разд. 6.1.3. Опреде- 
лим гипотетическую частотную характеристику Ни у», как и в 
выражении (5.1), формулой 

yyy (=Gy yo A/G yy, (f); (7.29) 

где #:(Г) рассматривается как входной процесс, а Yo(t) — Kak 
выходной в модели с одним входом и одним выходом. Соответ- 
ствующая функция когерентности равна 

ии О = (О РЮщи, (0) Си, (В. (7.30) 
Определим теперь комплексную функцию когерентности сле- 
дующим образом: 

Ули» ( ) — Сие (f)/ [Gy 0, (/) Gyaye (Ar, (7.3 1) 

причем фаза функции когерентности равна Ффазовому углу 
функции Су, (Г. Из формул (7.25) и (7.26) находим 

Пр =, бд ° 
  (7.39) 

Следовательно, Нур, (|) не зависит от С», (Г), но является 

функцией а, т! и отношения шума к сигналу Gajn,(f)/Gxx(f). 
Если это отношение намного меньше единицы, то 

Ay yp (f) = ae Pt, (7.33) 

Эта формула не содержит зависимости от Сьх({) и Спит, ([] и оп- 

ределяет ограниченный по частоте белый шум. Теперь следует 
ожидать, что обратное преобразование Фурье Ни, ([} позволит 

довольно точно оценить т, если только а не слишком 
мало по сравнению с инструментальными и вычислительными 
ошибками. Теоретически, если п: (1) =0, то в результате полу- 
чится дельта-функция, а именно 

Ay yo (t) == @6 (®— т). (7.34) 

Вышеизложенное иллюстрируется рис. 6.7.
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В общем случае комплексная функция когерентности между 
и (Г) и у2(Г) определяется из (7.25) — (7.27) формулой 

ae 127 

[E+ (Gpsny (f)/Gax (A312 [0 { бп, (Р/@»ж ФГ 

Если первое отношение шума K cHrHaly Grn, (f)/Gxx(f) mpene- 

брежимо мало по сравнению с единицей, то 

[22 -- {Grn, (f)/Gxx (f)}]¥2 

(7.35)   Pye = 

  

ии» (1) = (7.36) 

Поэтому ии, (Г) — функция а, т! и второго отношения шума к 

сигналу Слим, (|) /С»х (Г). Если это второе отношение пренебре- 
жимо мало по сравнению с а?, то выражение (7.36) принимает 
вид 

Тише (В) = ея. (7.37) 

Эта формула тоже определяет процесс типа ограниченного по 
частоте белого шума и предпочтительна по сравнению с фор- 

ED Ot ee ee ge — Чечиирь-вь, 

  <
<
 

~
 

  

Рис. 7.3. Пара ортогональных измерений выходных процессов. 

мулами (7-25) и (7.33), так как не содержит зависимости OT 
коэффициента затухания а и от С»„({). Однако если С» „. (Г) > 
> Ц,х„([), как это бывает в неблагоприятных ситуациях, то фор- 
мулы (7.33) и (7.34) следует предпочесть выражению (7.36) и 
связанному с ним обратному преобразованию Фурье. 

7.2.2. Определение главного направления 

Предположим, что два выходных сигнала и: (Е) и и2(Ё) 
(рис. 7.2) представляют собой пару ортогональных составляю- 
щих (рис. 7.3). Пусть ус (Ё) — внутренний по отношению к про-
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цессам и: (2) и и2(Г) выходной процесс, составляющий угол ф с 
процессом и! ({), а у›(Ё) — выходной процесс, перпендикулярный 
Ус (Ё) и составляющий угол ф-+90° с процессом и! (Ё). Для про- 
извольного угла ф 

У: (1) — и! (1) cosp-+ y (A) sin g, 
(7.38) 

Ур () = — и (1 Sin P+ ур (1 cos @p. 

Финитное преобразование Фурье и. (1) и ур(ЁР) по реализации 
достаточно большой длины Т дает 

У, (‚ТУ Т) оз 9-РУ, (|, 7) sing, 

у, (.Т)=-У, (f, 7) sin p--V 9 (f, Т) cos 9. 
Слектральные плотности Ссс({) и С„,([) можно выразить через 

С! (Г) = Сим (ТР, б22(Р=Сбу, (Ри Gi2(f) =Gyy, (f): 

С. (Г) — Gi, (7) cos? ф-- Goo (f) sin? p+ 2Re [Gre (f)] sin ф COS @, 

(7.40) 
Gap (Ff) = Gis (f) Sin? @ + Gay (f) cos? p— 2Re [Gyp (f)J sin ¢ cos @. 

Из соотношений (3.33) и (3.40) следует, что Gi: (f), Goo(f) a 
Re[Gi2(/)] дают возможность найти дисперсию и ковариацию 
для любой пары стационарных случайных процессов и! (7) и 
2 (Г) с нулевым средним: 

(7.39) 

of=E wrOl={ Gy, (f) df, 

0 

on =E [22 (= | Gon (P) af (7.41) 

ое Е [ши (8 и (1 = | Re [G,, (I df. 
0 

Следовательно, дисперсии ус (1) и yp(t) paBHE 

0". — 012 052 ф-|- 022 512 ф-|- 2012 ЯП Фф с0$ф, 

a? = o,Sin*@ + 022605ф — 251›511фсо$Ф. (7.42)
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Соответствующий взаимный спектр Сер(Г) и ковариацию оср 
находим из формул (7.39): 

G., (fF) =[Go2 (Ff) — Gas (IT sin @ cos p-+- Gyp (f) cos* p— Gay (f) sin’ g, 

Re[G,, (/)I= [Go (A)R— Gy (f)] sin @ cos p-+ (7.43) 

-+-Re [G,. (f)] (cos? p— sin? g), 

Op = (0,?— 0,”) sin g cos p +- 04, (cos? P—sin? g). 

Рассмотрим теперь спектр Сес({) внутреннего процесса, оп- 
ределенный формулой (7.40). Заметим, что Сс (|) — функция 
частоты и направления. Главным направлением фо называется 
значение ф, максимизирующее С.с({). Для определения фо прн- 
равняем частную производную Сес([) по ф нулю и решим полу- 
ченное уравнение относительно ф. В результате получим 

0G,, (N/ep=2 [Gop (f)— Gay (/)] sin ф cos Q-+ 

+ Re [Gy (f)] (cos? @—sin® g) =0. 
Ho sin 2p=2 sin @ cos g, cos 2p=cos’g—Sin’@. 

  

Следовательно, с=Ффо([Ё) должно удовлетворять уравнению 

tg 2Pp (f) = 2Re [Gap (A) Gas (fF) — Gee (/)].- (7.44) 

Решение этого уравнения дает точку максимума или минимума 
функции Ссс({), поэтому нужна дополнительная проверка. Если 
выяснится, что при некотором Qo(/) получается минимум, то 
истинное главное направление равно фо (7) 90°. Заметим, что 
подстановка ф=фо({) в уравнение (7.43) дает Re[ Gep(f)] =0; 
следовательно, Ocp=0. 

Другой способ определения главного направления заклю- 
чается в рассмотрении дисперсии внутреннего процесса из соот- 
ношения (7.42): 

07, —= 0? 05 ф-- 0.2 $13 ф-- 2013 Эт ф с0$ф, (7.45) 

где 0? не зависит от частоты и является функцией только на- 
правления. Главное направление ф, можно теперь определить 
как значение ф, максимизирующее с2.. Поступая, как и раньше, 
находим, что ф! должно удовлетворять уравнению 

5 2, = 20,./(0,7— 07). (7.46) 

Полученное решение также нужно проверить с целью исправ- 
ления возможного сдвига на 90°. Заметим, что ф! не зависит OT 
частоты и не дает такой детальной частотной характеристики, 
как фо({) из (7.44). То же самое 4: можно получить более про- 
стым путем, приравнивая ос, из формулы (7.43) нулю.
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7.2.3. Дополнительные соотношения 

Пусть А(Г) равно отношению спектра внутреннего процесса 
Ссс([) к спектру перпендикулярного процесса G,,(f): 

A (f) = 6, (С, (9, (7.47) 
где Ge-(f) 4 Gpp(f) yaoBneTBopsioT cooTHoWweHnuam (7.40). Benu- 
чина 4({) является функцией и частоты, и направления. В ка- 
честве главного направления можно принять то значение ф, 
обозначаемое как фз(Г), которое максимизирует А(]). Простые 
преобразования, подобные проведенным ранее, показывают, что 
Ф2 (Г) должно удовлетворять условию 

Следовательно, ф2({) совпадает с фо({) из формулы (7.44). Для 
правильного выбора из двух возможных решений в качестве 
главного направления нужно взять то значение фо (7), для KOTO- 
рого А (Г) больше единицы. 

Обратимся еще раз к рис. 7.2 и 7.3 и для произвольного угла 
Ф< определим внутреннюю функцию когерентности между вход- 
ным процессом х(Т) (рис. 7.2) и внутренним выходным процес- 
сом ис (Е) (рис. 7.3). Вспоминая, что ис(ГТ) определялся по двум 
процессам и: (#) и у2(1) с рис. 7.2, получаем 

ие (В =| 0, (Р/В, A) Gee (A), (7.49) 
где Ссс (Г) удовлетворяет соотношению (7.40) и 

Се (f) — Са (f) COS + G2 (Г) sin Ф. (7.50) 

Поэтому +12. (7) — функция направления ф и частоты [ и, следо- 
вательно, должна обозначаться как 1? (7, Ф). Если подставить 
сюда определенпые ранее главные направления фо ({Ё) или фи из 
формул (7.44) и (7.46), то получим 

с (f; Po ()] И 1 с (i, Фа]. (7.51) 

Эти фупкции когерентности можно нспользовать для определе- 
ния справедливости применения линейных моделей с одним вхо- 
дом и одним выходом для описания связи между входным про- 
цессом х(1) и главным внутренним выходным процессом ис (#) 
в направлениях фо ({) или фи. 

7.3. Локализация одного источника 

Развитые в разд. 7.2 методы анализа обычно применяются 
при установлении местонахождения неизвестного источника, из- 
лучающего энергию с известной скоростью распространения, 
путем определения запаздывания между парами наблюдений на
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f 

  

Источник 

  

  
Рис. 7.4. Определение положения источпика и угла падения по измерениям 

фазового угла между двумя выходами. 
< — разность хода; 6 — локализация источника. 

выходе. Пусть источник излучает равномерно во все стороны 
энергию, которая измеряется в двух точках, разделенных рас- 
стояпием & (рис. 7.4, а). Если скорость распространения энергии с 
известна, то запаздывание т, между двумя выходными сигнала- 
ми (Г) и %2(Ё) можно рассматривать как угол падения ф, ко- 
торый удовлетворяет соотношению 

с0$ ф== ст, /4. (7.52) 

Однако источник не лежит на линии, определяемой ф, а нахо- 
дится на гиперболической поверхности, определяемой уравне- 
нием 

Ad—=d,—d,=ct, (7.53) 
для любой плоскости, проходящей через точки наблюдения вы- 
ходных процессов (рис. 7.4,6). Точное определение местона- 
хождения источника в трехмерном пространстве потребует, ко- 
нечно, подобных измерений в трех ортогональных парах вы- 
ходных точек.
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7.3.1. Методы и практические соображения 

  

Согласно формуле (7.25), запаздывание л! двух выходных 
сигналов #1(1) и иу2(7), вызванных одним входным сигналом, 
можно вычислить, исходя из взаимной ковариационной функции 
или взаимной спектральной плотности (Г) и у2(Р). Практиче- 
ски чаще используется взаимный спектр (когерентность и фа- 
за), так как это дает определенные преимущества при решении 
задач, связанных с учетом влияния шума на выходе, о чем бу- 
дет сказано ниже. Из выражения (7.37) следует, что в идеаль- 
ном случае при отсутствии внешнего шума на выходах имеют 
место равенства 

712 (Г) — ие (f) — 1 ’ O15 (f) == 0,0 (f) = 2nfr,, (7.54) 

где фаза выражается через т; с использованием формулы (7.52) 
следующим образом: 

9,5 (7) = (2nfd cos ф)/с. (7.55) 

Следовательно, угол падения энергии дается формулой 

ф==агссо$ 2 —arcoos a , (7.56) 

где 0”. (Г) — производная 0!2({) по р измеряемая в рад/Гц. 
случае бездисперсного распространения O12 (f)/f=0'12 (f) = 

= 0’,. — константа. 
Применение этих результатов к локализации ненаблюдае- 

мого источника просто в теории, но на практике появляется ряд 
трудностей, в том числе следующие: 1) распределенность источ- 
ника в пространстве; 2) влияние шума на выходные процессы; 
3) эффекты реверберации и рассеяния; 4) получение данных и 
выборочные ошибки. Эти трудности рассматриваются в следую- 
щих четырех разделах. 

7.3.2. Распределенность источника 

При выводе формул (7.54) — (7.56) предполагалось, что вы- 
ходные процессы #1(Р) и у2(Г) вызваны точечным источником 
х (Г). Если размеры фактического источника велики по сравне- 
нию с расстоянием от этого источника до точек наблюдения вы- 
ходных процессов и источник не является полностью когерент- 
ным, то он будет воспринят на выходах как набор некоррелиро- 
ванных источников. В этом случае функция когерентности обыч- 
но уменьшается с ростом частоты, а фаза 0,2(7) в некоторой 
степени неопределенна. Однако, за исключением случая совсем 
близких источников, искажение 612(7) не так сильно, как мож- 
но было бы предполагать.
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В качестве примера рассмотрим эксперимент по определе- 
нию когерентности и фазы акустического шума, производимого 
реактивным двигателем (рис. 7.5). Измерения производились 
при помощи двух микрофонов, расположенйых примерно в 40 м 
позади и сбоку от двигателя, работавшего на полную мощность. 
Микрофоны разделяло расстояние в 2,2 м, а угол падения шума 

Микрофоны на выходе 

Yo (Et) И (Е) 
  

  

  
40M 22M 

i7m ——/\ , > |< —| 

LL a 
двигатель 

Рис. 7.5. Эксперимент с реактивным двигателем. 

двигателя к оси микрофонов ф составлял примерно 23°. 
На рис. 7.6 изображены графики функции когерентности и фа- 
зового угла, полученные при разрешении В.=4 Гц по па=256 
усреднениям. Источник шума (реактивный двигатель) имеет до- 
вольно большие размеры на этих частотах (около метра) и не 
очень когерентен. Поэтому следует ожидать убывания функции 
когерентности на рис. 7.6. Тем не менее данные относительно 
фазового угла сравнительно «чистые» со средиим наклоном 
0,0374 рад/Гц. Из формулы (7.56) находим, что это соответст- 
ByeT @ 23°; последнее в общем согласуется с действительным 
расположением микрофонов. Конечно, в данном примере рас- 
стояние от источника до микрофонов более чем в 10 раз превос- 
ходит расстояние между микрофонами. Если отношение этих 
расстояний меньше 10, то результаты измерений фазы ухудша- 
ются. 

7.3.3. Искажение выходного сигнала шумом 

Из формулы (7.35) видно, что присутствие статистически не- 
зависимого (внешнего) шума в измерениях выходных сигналов 
и (Е) и у>(Т) (что типично для инструментального шума) умень- 
шает коэффициент когерентности 712 (7), но не изменяет фазы 
0,2(0). В то же время искажающий шум в сигналах и! (1) и 
2 (Г), коррелированный с ними, как правило, искажает данные 
фазовых измерений, хотя и в этом случае иногда можно полу- 
чить осмысленную информацию.
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Рис. 7.6. Фазовый угол н функция когерентности между двумя точками ре- 
гистрации шума реактивного двигателя. 

Разрешение по частоте В,=4 Гц; число усреднений л;=256. 
а — фазовая характеристика; 6 — функция когерентности. (Эти данные лолучены в ходе 
экспериментов, проведенных для космического центра НАСА им. Джонсона по контракту 

МА$-15231.) 

Наиболее распространенный вид искажающего шума — диф- 
фузный шум, порожденный большим числом независимых ис- 
точников шума, окружающих точки наблюдения выходных про- 
цессов и воздействующих на #1 (Г) и и2(1). Такой шум модели- 
руется с разумной точностью бесконечным набором статистиче- 
ски независимых источников шума, равномерно окружающих 
точки наблюдения выходных процессов (рис. 7.7). Как можно 

12—561
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показать [7.2], взаимная спектральная плотность у (#) и У? () 
в этом случае имеет вид / 

С. (=. (© зп а, а; (7.57) 

где С.(Г) — спектр диффузного шума, действующего на #/1(2) и 

42(t); №&=2яр/с — волновое число. Через функцию когерентно- 

Основной 
6x00 

WY Статистически 
независимые 

      

     
    

620057 

д 4 
а 

yo(t) oo 

(A 

4 

До 

сх Ра“ 
Рис. 7.7. Диффузный шум в точке ых наблюдений. 

сти и фазу диффузный шум описывается следующим образом: 

О для положительных 
Roel значений С ; Pe=(“Ea-)> a= mat as 58) 

л для Готрицательных 
значений Си. (]). 

Если в формулах (7.25) и (7.52) коэффициент затухания 
положить равным единице (а=1), то взанмный спектр процес- 
сов И! (Ё) и yo(t), вызванных одним точечным источником, мож- 
но записать как 

Gyo (=G, (f) [cos k,d —j sin Rd], (7.59) 

тде С›(}) — спектр точечного источника, вызвавшего и1(Ё) и 
2 (Г); № = (2л[ с) со$ ф — следовое волновое число. Взаимный 
спектр диффузного шума, взаимодействующего с одним точеч- 
ным источником, дается суммой выражений (7.57) и (7.59), т. е. 

Gy, (f)=G, (f) cosk,d-+G, (f) ie —jG,(fysink,d, (1.60) 

  

где С›(7) спектр вклада точечного источника, a Gyu(f)—cnekTp 
вклада диффузного шума в выходные наблюдения. Суммарный
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Рис. 7.8. Фазовый угол и функция когерентности между двумя выходами 
при комбинированном воздействии диффузного и точечного входных источ- 

НИКОВ. 
а — фазовые характеристики; 6 — функции когерентности. 

спектр каждого выходного сигнала равен С›(ЁР--Са({). Функ- 
ция когерентности и фазовый угол пары выходных сигналов 
имеют вид 

УР (р =И- В (71 [в -а- hae ——*-b cos k 4} +sintkyd], (7.61a} 

  __ эт ЕЯ 

O12 (/) = arcts Rp sin hodjfed pcos Ра, (7.616) 

где R(f)=Ga(f)/Gp(f). Ha puc. 7.8 приведены графики функций 
1) для различных значений А при ф=45°. Обратите внима- 

ние, что на этих графиках фазовый угол между приемниками 
достигает величины пл рад, п=1, 2, 3, ..., на одной и той же 
частоте независимо от значения отношения Ю. Согласно форму- 
ле (7.616), зпА:4=0 соответствует фазовому углу 0, л, 2п и 

12°
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т. д. Другимн словами, измепение фазового ¥ria Ha 180° nponc- 
ходит тогда, когда ‚ 

k.d=nn= (2n}/c) dcos gq, n=1,2,3,... . (7.62) 

“Следовательно, на uYuacToTax fx, удовлетворяющих уравнению 
(7.62) и соответствующих фазовому углу 180, 360° и т. д., угол 
падения волн, исходящих из точечного источника, равен 

ф == агссо$ (пс/27 а) (7.63) 

независимо от наличия искажающего диффузного шума в пол- 
ном согласни с формулой (7.56) при 912(]) =л и п=1. 

Для проверки приведенных выше результатов обратимся к 
акустическому эксперименту [7.3], проведенному в аэродипа- 
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Рис. 7.9. Акустический эксперимент в аэродинамической трубе. 

мической трубе (рис. 7.9). Два микрофона, снабженные обте- 
кателями для исключения влияния шума потока, установлены в 
испытательной зоне аэродинамической трубы на расстоянии 
Я=0,356 м друг от друга. Угол падения акустических волн, про- 
ходящих по трубе, равен 45,7°. На рис. 7.10 приведены данные 
относительно фазового угла и функции когерентности, измерен- 
ные между двумя микрофонами в ходе работы трубы при ско- 
рости потока с=80 м/с. Измерения производились с разреше- 
нием В.=5 Гц по па=256 усреднениям. Отметим большое сход- 
ство экспериментальных данных с теоретическими результата- 
ми (рис. 7.8). Данные отчетливо свидетельствуют о наличии 
волн, исходящих от источника, паходящегося вне испытатель- 
пой зопы, и сильного диффузного шума, действующего на вы- 
ходные микрофоны. Диффузпый шум вызваи как шумом, созда- 
ваемым потоком, так и реверберацией, о которой будет сказано 
ниже. Первое изменение фазового угла на 180° происходит на 
частоте [=520 Гц. Скорость распространения сигнала от источ- 
ника равна в этом случае с=со—с, где со=340 м/с (скорость 
звука в воздухе при комнатной температуре) и с. =80 м/с. Сле-
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Рис. 7.10. Фазовый угол и функция когерентности между микрофонами в 
испытательной зоне аэродинамической трубы при скорости потока 80 м/с. 

Разрешение по частоте В,=5 Гц; число усредненнй п4=256. 

а — фазовая характеристика; 6 — функция когерентности. (Эти данные были получены 
в ходе экспериментов, проведенных для Исследовательского центра НАСА нм. Эймса 

по контракту №А$2-8332.} 

довательно, с=260 м/с, и из формулы (7.63) находим, что угол 
падения равен ф=агссоз [260/(2-.520-0,356) ] =45,4°; этот резуль- 
тат очень хорошо согласуется с истинным углом ф=45,7°. 

7.3.4. Влияние реверберации и рассеяния 

Реверберация сказывается в том случае, когда приемники 
сигнала окружены отражающими поверхностями, многократные 
отражения от которых приводят к сильному искажению и! (Г) и 
12(1). Можно считать, что она происходит в среде, представ- 
ляющей собой замкнутую систему, несущую стоячие волны, т. е. 
систему, описываемую болышим числом слабодемпфированных 
нормальных мод (см. разд. 1.3.4). Реверберация очевидным об-
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разом искажает фазовый угол между двумя наблюдениями 
и (Ё) и у2(Г), поскольку приемники выходных сигналов регист- 
рируют волны, приходящие с направлений, отличных от направ- 
ления на источник. Не столь очевидпа возможность искажения 
при определенных условиях и функции когерентности у212(7). 
Можно показать [7.4], что если среда, в которой распростра- 
няется сигнал, представляет собой слабодемпфированную резо- 
нансную систему, а для описания системы при данном разреше- 
нии по частоте В. требуется большое число нормальных мод, то 
при малом коэффициенте затухания & функция когерентности 
двух выходных процессов и (Ё) и и2(Г) стремится к величине 

11 2л {а/с \? Иа (яме) (7.64) 

которая в точности совпадает с функцией когерентности в слу- 
чае диффузного шума, определенной в формуле (7.58). 

Удовлетворительное решение этой проблемы заключается в 
подавлении реверберации в максимально возможной степени. 
В действительности это не так трудно, как может показаться 
на первый взгляд, поскольку наибольший вред приносят отраже- 
ния от поверхностей, находящихся позади приемников выходных 
сигналов (по направлению потока энергии, излучаемого источ- 
ником). Поэтому путем установки поглотителей позади прием- 
ников выходных сигналов можно свести реверберацию к прием- 
лемому уровню. Простой лабораторный акустический экспери- 
мент (рис. 7.11) подтверждает это. Акустический источник вход- 
ного сигнала и два выходных микрофона помещены в замкнутую 
оболочку, в которой образуется поле реверберации. Слой погло- 
шающего материала толщиной 0,07 м, помещенный за микрофо- 
нами, подавляет реверберацию в такой степени, что наблюдае- 
мые функции когерентности и фазовый угол между двумя ми- 
крофонами в среднем очень похожи на результаты, ожидаемые 
в идеальном случае (рис. 7.12). 

Описанный способ подавления реверберации связан с опре- 
деленным риском, так как поглотитель может быть установлен 
неправильно, т. е. не точно за приемниками выходных сигналов. 
Можно показать [7.5], что в этом случае фазовый угол между 
двумя точками в полуреверберирующей среде указывает на- 
правление потока из области реверберации независимо от по- 
ложения источника. Поглощение в ограниченной области вызы- 
вает приток энергии в эту область, что может привести к 
ошибкам в определении фазы, если поглотитель установлен 
сбоку от приемников выходных сигналов, а не позади них. Даль- 
нейший анализ проблем, связанных с реверберацией, проводит- 
ся в разд. 9.2.3.
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Рис. 7.12. Фазовый угол и функция когерентности между двумя акустически- 
ми выходами в поле реверберации. 

Разрешенне по частоте В„=2,5 Гц; число усреднений п=128. 

а — фазовая характернстика; 6 — функция когерентности. 

При практическом использовании описанных здесь методов 
помимо реверберации трудности может вызвать появление на 
пути между входом и выходами каких-либо препятствий или 
неоднородностей. Как уже отмечалось в разд. 6.1.4, эти препят- 
ствия или неоднородности вызывают рассеяние энергии. Рас-
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сеяние особенно плохо сказывается на точности измерений фа- 
зы, и для получения надежных результатов его следует исклю- 
чать. 

7.3.5. Получение данных и выборочные ошибки 

Тщательная калибровка оборудования, предназначенного 
для получения и анализа данных, очень важна при обработке 
любых сигналов. Однако при решении задач локализации ис- 
точника, описанных в разд. 7.3, особое значение имеет тщатель- 
ная калибровка оборудования по фазе, поскольку именно дан- 
ные о фазе представляют в этом случае первостепенный инте- 
рес. Ошибки при определении фазы могут появиться в любой 
части системы, предназначенной для получения и анализа дан- 
ных, включая датчики, оборудование для предварительной 
обработки сигналов, аппаратуру записи и воспроизведения дан- 
ных. Конечно, абсолютный фазовый сдвиг в отдельном измере- 
нии не имеет значения; к плохим последствиям приводит отно- 
сительный фазовый сдвиг между двумя инструментальными 
каналами, определяющими ци; (1) и у2({). 

Относительные ошибки определения фазы могут быть двух 
видов: а) статические и 6) динамические. Статические ошибки 
определения фазы (смещение) легко выявить путем сквозной 
калибровки измерительного оборудования, а затем устранить из 
анализируемых данных простым вычитанием. Для получения 
правильных результатов можно также повторить измерения, 
поменяв местами датчики. Если фазовый угол между и1(#) и 
У2(Г) определяется со статической ошибкой, которой соответст- 
вует запаздывание т.=6. ([) /2л|, то истинное значение фазово- 
го угла равно 

O40 (f) = 912 (/) + 8. (A) — 2д| (т, -- те) + 2itf (T, — Te) — Эл. (7.65) 

Более сложно обнаружить и исправить динамические ошибки 
определения фазы. Простейший подход состоит в многократном 
повторении сквозной калибровки с целью получения меры фа- 
зовой стабильности оборудования. 

Статистический анализ, проведенный в гл. 11, показывает, 
что случайная ошибка оценки фазового угла, даваемой форму- 
лой (7.28), выражается в виде среднеквадратичного отклоне- 
ния оценки 6,2 (1) следующим образом: 

5 ГИ — 92. (р? o [6 — arcsin 12 } 7.66 
[9 (01 = arc | Pye 1 V 2g (7.06) 

где о[6,2(7)] измеряется в радианах, а па — число усреднений, 
использованных при вычислении спектра. В частном случае, 
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когда выражение в фигурных скобках мало, скажем меньше 0,1, 
формула (7.66) сводится к виду 

A 2 1 

об (=. (7.67) 
| 712 (РТУ 21а 

На практике неизвестную функцию когерентности в правой ча- 
сти формулы нужно заменить ее оценкой по выборочным дан- 
НЫМ. 

Из формулы (7.67) видно, что для достижения высокой точ- 
ности оценивания фазы требуется или устойчивое зпачение 
функции когерентности между и1(Ё) и у2(Г), или использование 
при вычисленнях большого числа усреднепий. Пусть, например, 
для надежной локализации нсточника нужно определить фазо- 
вый угол со среднеквадратичным отклонением 1°, или 
0,0174 рад. Если измерение функции когерентности двух сигна- 

лов дало значение \;212 =0,9, то необходимое число усреднений 
fig (1—0,9)/(2-0,9-0,01747) = 184. Такое число усреднений хо- 
тя и велико, но не превышает пределов разумного. С другой 
стороны, если бы измерения функции когерентности показали, 

что y71270,50, TO Пал (1—0,5) /(2.0,5.0,01742) = 1652, а реали- 
зация такой длины может оказаться практически недоступной. 

В действительности проблема, связанная с ошибками оцени- 
вания фазы, не столь серьезиа, как можно было бы заключить 
из вышеизложенного, потому что один анализ обычно дает на- 
бор оценок фазового угла на многих различных частотах, как, 
например, на рис. 7.6. Ошибки оценивания фазы на различных 
частотах статистически независимы. Поэтому, если при бездис- 
персном распространении прямая линия хорошо аппроксими- 
рует несколько оценок, вычисленных на разных частотах, то 
ошибка вдоль этой линни будет меньше, чем ошибка отдельных 
оценок фазы. Однако при использованни аппроксимирующих 
кривых нужно следить за тем, чтобы не были использованы 
оценки фазы на тех частотах, па которых могут появиться си- 
стематические ошибки из-за влияния шума (см. разд. 7.3.3) или 
на которых имеет место реверберация и (или) рассеяпие (см. 
разд. 7.3.4 и 9.2.3). 

  

7.3.6. Периодические источники 

Способы локализации источцика, развитые в разд. 7.3.1, 
особенно эффективны в том случае, когда источник периодиче- 
ский (с известным периодом), так как в этом случае анализ 
можно проводить на днскретных частотах. Следовательно, мож- 
но использовать узкополосный анализ и тем самым подавить 
влияние шума. Для иллюстрации этого рассмотрим экспери- 
мент, в котором измерялось давленне на фюзеляж виптового
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Рис. 7.13. Эксперимент по определению давления на фюзеляж винтового са- 
молета. 

в — расположение датчиков; б — типичная реализацня завнсимости давления от времени. 

самолета с поршневыми двигателями (рис. 7.13). Ударное дав- 
ление на фюзеляж измерялось при помощи системы микрофо- 
нов, установленных заподлицо с фюзеляжем (рис. 7.13, а). Ти- 
пичная реализация зависимости давления от времени при на- 
земных испытаниях показана на рис. 7.13, 6. Заметим, что зави- 
симость эта довольно сложная, поскольку она представляет 
сумму давлений, вызываемых винтом, выхлопом и другими раз- 
нородными источниками. Типичные результаты измерения фазо- 
вого угла и функции когерентности между точками 4 ид в пло- 
скости винта при разрешении В.=4 Гц и па=100 усреднениях
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Рис. 7.14. Фазовый угол и функция когерентности между давлениями в точ- 
Kax 4 H на винтовом самолете в ходе наземных испытаний при 2600 об/мин. 

Разрешение по частоте В,=4 Гц; число усреднений п,=100. 
А — фазовая характеристика; б — функция когерситности. (Данные, яспользованные на 
рнс. 7.14—7.16, получены в ходе экспериментов. проведенных для Исследовательского 

центра НАСА в Лэнгли ло контракту №А$1-14611.) 

показаны па рис. 7.14. Эти результаты на первый взгляд тоже 
кажутся довольно запутанными. 

Если же ограничиться только давлением, производимым 
винтом, то результаты рис. 7.14 можно значительно упростить, 
поскольку известно, что влияние винта сосредоточено на лопа-



188 Глава 7 

стной частоте винта и ее гармониках, т. е. 

.==ех (число оборотов в минуту двигателя) х 

Хх (передаточное число винта) х (число лопастей), 

k= 1,2,3,.... (7.68) 

На рис. 7.15, а приведены дапные о фазовом угле, взятые с 
рис. 7.14, а, только для лопастных частот винта при двух раз- 
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Рис. 7.15. Значения фазового угла на лопастных частотах в ходе наземных 
нспытаний при различных скоростях работы двигателя. 

а — между точками 4 и 5 в плоскости винта; б — между точками / и 2 вдоль продоль- 
ной оси. 

личных скоростях работы двигателя. Заметим, что теперь имеет 
место линейная зависимость фазового угла от частоты, харак- 
терная для бездисперсного распространения сигнала. Отметим 
также, что наклон фазовой характеристики меняется с измене- 
нием числа оборотов двигателя. Скорости распрострапения воз- 
мущения, определяемые формулой (7.55), соответствуют проек- 
ции скорости конца лопасти винта на место расположения 
датчиков. Это очень важный результат, так как позволяет 
предположить, что давление, оказываемое винтом в этих точках, 
вызвано аэродинамическими силами, а не акустическим шумом, 
скорость распространения которого всегда равна скорости звука.



Системы с одним входом и несколькими выходами ]89` 
  

  

Продолжим наш пример и рассмотрим рис. 7.15, б, где пред- 
ставлепы данные о фазе, полученные на лопастных частотах 
винта между точками [ и 2, расположенными вдоль продольной 
оси перед винтом при четырех различных скоростях работы 
двигателя. В этом случае на частотах выше 200 Гц видна линей- 
ная зависимость фазового угла с одним и тем же наклоном при 

в ея (7-10) (6-9 (2-9) (7-8) (t-2}— mura 
(10) | ad Г 8)(7) (С) GO ИАН 

Боковая слтеннее SSS 
> pro BENAHCA 

oS 
Радиус лопастиг 

винта 

  Продольная ось 
винта 

Плоскость винта 

Рис. 7.16. Локализация акустического центра производимого винтом шумгз 
па основе данных о фазе, полученных от нескольких пар датчиков. 

любой скорости вращения двигателя, откуда можно заключить- 
что давление вызывается акустическим шумом; па частотах ни- 
же 200 Гц преобладают аэродинамические силы. Подставив в: 
формулу (7.56) скорость звука c=340 m/c, d=0,254 M,. 
912 (7) =л/2 при }=610 Гц, получим, что угол падения акустиче- 
ской волны равен 

349. л/2 _ с 

2д-610-0,254 — 57°. 
ф==агссо$ 

Воздушиый винт, конечно, представляет собой распределенный 
источник шума, но вычисления подобного рода с использовани- 
ем результатов разд. 7.3.1 можно провести с целью определения 
эквивалентного акустического центра шума, производимого вин- 
том. гезультаты таких вычислений по фазовым зависимостям, 
проведенных для различных пар микрофонов (рис. 7.13), прел- 
ставлены на рис. 7.16. Заметим, что направления, полученные 
для всех пар микрофонов, определяют положение акустическо- 
го центра примерно в одной и той же области винта. 

7.4. Идентификация системы ло наблюдевиям ее 
выходных процессов 

В гл. 4 и 5 показано, что, основываясь на анализе входных 
и выходных процессов, можно определить структуру системы. 
Нередко, однако, входной сигнал не поддается точному измере-
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нию или генерировапию. Особенно часто это бывает при изуче- 
нии поведения больших инженерпых сооружений, таких, как 
высотные здания, длипные мосты или платформы в открытом 
море. Если удается использовать искусственный сигнал, то ди- 
намические характеристики таких конструкций можно оценить 
методами, изложенными в разд. 5.1.2. Во многих случаях, од- 
нако, разумпые оценки основных динамических свойств можно 
получить путем соответствующего анализа только измерений 
выходных процессов, представляющих собой реакцию конструк- 
ции на естественные динамические силы, случайные по своему 
характеру, например ветровую нагрузку на здания, воздействие 
транспортного потока на мосты или действие волн на конструк- 
ции в открытом море [7.6, 7.7]. 

7.4.1. Определение резонансных частот 

Если слабодемпфированная конструкция подвержена слу- 
чайному воздействию, то, как следует из соотношения (4.8), 
спектр реакции, измеренпый в любой точке конструкции, дости- 
тает максимума на тех же частотах, на которые приходится 
максимум либо спектра воздействия, либо частотной характе- 
ристнки конструкции. В разд. 1.3 показано, что острые макси- 
мумы частотной характеристики слабодемпфированной механи- 
ческой системы располагаются на частотах, соответствующих 
нормальным модам системы (резонансных частотах). Следова- 
тельно, можно считать, что максимумы спектра реакции свиде- 
тельствуют, как правило, или о максимумах спектра воздейст- 
вия, или о нормальных модах конструкции. 

Для того чтобы отличить максимумы выходного спектра, 
обусловленные вибрационными модами конструкции, от макси- 
мумов, вызванных пиками входного спектра, можно воспользо- 
ваться тем фактом, что в первом случае все точки конструкции 
‘будут либо в фазе, либо в противофазе в зависимости исключи- 
тельно от формы нормальпшой моды (см. разд. 1.3.4). Рис. 7.17 
иллюстрирует это положение для случая мод изгиба в конст- 
рукции типа консольной балки. Показанные на этом рисунке 
две продольно расположенные точки перемещаются при попе- 
речной вибрации в фазе в случае первой и третьей мод изгиба 
и в противофазе при второй н четвертой модах изгиба. Моды 
изгиба от мод кручения можно отличить при помощи дополни- 
тельных измерений фазового угла между двумя датчиками, рас- 
положенными на противоположных сторонах конструкции на 
перпендикуляре к ее продольной оси. Выходные сигналы от 
любых двух таких датчиков, расположенных в поперечной пло- 
<кости, должны быть в фазе в случае мод изгиба и в противо- 
«фазе для мод кручения при условии, что моды полностью не



Системы с одним входом и несколькими выходами 19$ 

Первая Вторая Третья semanas - 
moon моба мода мода 

9= 0° 8 =780° 9=0° 9 = 180° 

/ 

  
      

WO NN х aks SS 

Рис. 7.17. Первые четыре нормальные моды консольной балкн. 

связаны. На тех частотах, на которых максимум выходного 
спектра вызван максимумом спектра воздействия, а не реакцией 
конструкции на резонансной частоте, фазовый угол между дву- 
мя выходными измерениями примет значение между нулем и 
180°. 

Для иллюстрации этих выводов рассмотрим эксперимент, 
проведенный на большой конструкции в открытом море 
(рис. 7.18). На конструкции, которая уходит под уровень моря 
н прочно закреплена на его дне, установлены акселерометры, 
производящие измерения перемещения конструкции как целого, 
прн этом и'(Г) находится Na правой ближайшей к берегу опоре 
недалеко от вершниы конструкции, и2(Г) — на правой ближай- 
шей к берегу опоре чуть выше уровня моря и из(Т) — на левой 
дальпей от берега опоре чуть выше уровия моря. Все данные 
анализировались при разрешении по частоте В. =0,04 Гц и 
па=565 усреднениях. 

Спектры сигпалов, снимаемых с трех акселерометров, реги- 
стрирующих волновое воздействие, приведены на рис. 7.19. На 
всех трех графиках, соответствующих трем акселерометрам, 
видны спектральные пики, но эти графики не позволяют иден-
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тифицировать искомые нормальные моды — конструкции. 
На рис. 7.20 показаны модули взаимных спектров, фазовые ха- 
рактеристики и функции когерентности. Эти результаты более 
показательны. В частности, модули взаимных спектров между 
ал (Е) и 12(1), а также между у2(Г) и из(1) обнаруживают три 

Ронструкция в открытом море 
  

  

  
  

и (1) Axcenepomemp 

1 
(Е Анселерометр 

Уг (Е) Axcenepomemp 

YPoget MODS 

Рис. 7.18. Эксперимент по определенню реакции на волновое воздействие 
конструкции в открытом море. 
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Puce. 7.19. Cnekrpp! peakWHH KOHCTpyKUHH в открытом море. 
Разрешение по частоте В,=0,04 Гц; число усреднений па=55. 

а) и/1(1); 6) 12(#); в) уз(0. 

зыделяющихся максимума на частотах примерно 1,4, 3,9 и 
4,5 Гц. Кроме того, имеется несколько менее значительных мак- 
‹имумов на частотах ниже 1 Гц, но они, вероятно, свидетельст- 
вуют о спектральных пиках волнового воздействия. Фаза взаим- 
ного спектра, соответствующая этим трем главным максимумам, 
равна либо нулю, либо 180°, что говорит о резонансной реакции 
конструкции. Данные о фазе сведены в табл. 7.1. Результаты 
нри 1,4 Гц указывают на моду изгиба (колебания) конструк- 
ции, поскольку все измерения находятся в фазе. При 3,9 Гц 
‘измерения находятся в фазе при продольном расположении дат- 
чиков и в противофазе при их поперечном расположении; сле-
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Рис. 7.20. Взаимные спектры и функция когерентности между выходными 
датчиками на конструкции в открытом море. 

Разрешение 10 частоте В,=0.04 Гц; число усреднений па=55. 

а — между и1(1) ин 921); 6 — между у2(1) и уз(6. 

13— 561
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Таблица 7.1 

Результаты измерения фазы реакции конструкции в открытом море 
  

| Относительная фазз ва глая- 
Расположение ных частотах, град 

Пара измерений датчиков 
  

1,4 Га 3,9 Гц 4,5 Гц     
(1 (7) и и2(1) Продольное 0 0 180 

(1) и #3 (1) Поперечное 0 180 0           

довательно, имеет место мода кручения. При 4,5 Гц, наоборот, 
измерения находятся в противофазе при продольном располо- 
жении датчиков и в фазе при их поперечном расположении, что 
указывает на наличие моды изгиба более высокого порядка на 
этой частоте. 

Функции когерентности между и1({) и и2(Г) и между у2(Ё 
и 1з(1) изображены на рис. 7.20. Эти функции когерентности 
нужны для определения случайных ошибок оценивания фаз, что. 
в свою очередь позволяет установить статистическую значимость. 
расхождений между ожидаемыми значениями фазы и ее оценка- 
ми [см. формулу (7.66)]. Однако функции когерентности могут 
оказаться полезными и при определении форм нормальных мод 
(см. следующий раздел). Заметим, что функции когерентности 
на рис. 7.20 имеют максимумы на частотах идентифицирован- 
ных нормальных мод. Это является следствием того, что нор- 
мальные моды появляются как острые максимумы выходного 
спектра, и поэтому отношение сигнала к шуму максимально на 
этих частотах; подробнее об этом см. в разд. 7.1. 

7.4.2. Определение форм нормальных мод 

Если частоты нормальных мод определены, то теоретически 
можно определить как порядок, каждой нормальной моды, так 
и ее форму, если на интересующей нас конструкции установить 
достаточное число датчиков. Относительная форма 1-й нормаль- 
ной моды может быть приближенно определена в г дискретных 
точках по измерениям`в данном направлении по следующей 
формуле: 

P; (y)= [би (Г), i= 1,2,3,...3 ] = 1,2,..., Г. (7.69) 

Здесь бу, ({:) — значение спектральной плотности выходного 

процесса на частоте -й нормальной моды в }-й точке. Вообще 
говоря, для уверенного определения нормальной моды 1-го по- 
рядка требуется г={ измерений, но для точного и детального оп- 

ow ределения формы 1-й нормальной моды может понадобиться
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значительно большее число измерений. Конечно, если в нашем 
распоряжении есть какая-то дополнительная информация, на- 
пример если форму нормальной моды можно предсказать по 
результатам аналитического изучения конструкции, то для оп- 
ределения таких мод и оценки их формы можно ограничиться 
меньшим числом паблюдений и соответствующими аналитиче- 
скими результатами. 

Но даже когда можно сделать достаточное число измерений, 
существует ряд ограничений на применение формулы (7.69). 
Спектральные пики при измерениях выходного спектра в дей- 
ствнтельности приходятся на резонансные частоты, а не на соб- 
ственные частоты незатухающих колебаний, что желательно для 
определения нормальных мод. Из формулы (1.56) следует, что 
эти частоты близки между собой только при очень малых зна- 
чениях коэффициепта затухания мод 6. Поэтому применение 
этого метода ограничено случаями, когда коэффициент затуха- 
ния невелик, скажем #< 0,05. 

Значительный внешний шум в паблюдениях на выходе и 
взаимодействие нормальных мод приводят к искажепию ре- 
зультатов. Одпако искажения этого типа можно обнаружить 
измерениями когерентности и фазового угла между выходными 
данными. Согласно формуле (7.10), внешний шум в наблюде- 
нии, производимом в определенном месте, приводит к тому, что 
Функция когерентности между этим наблюдением и всеми дру- 
гими будет меньше единицы. Взаимодействие между нормаль- 
ными модами сдвигает фазовый угол, по крайней мере между 
некоторыми наблюдениями, на величину, отличную от пуля или 
180°. Можно руководствоваться следующим общим правилом: 
спектр в определенной точке нельзя использовать для определе- 
ния формы нормальной моды, если функция когерентпости 
между этим наблюдением и всеми другими не близка к единице, 
а фазовый угол отличается от нуля или 180°. Например, значе- 
ния спектральной плотности при 1,4 Гц (рис. 7.19 и 7.20) дадут 
точную оценку относительного отклонения моды в трех исполь- 
зовапных точках измерения, поскольку значения функции 
когерентности между измерениями на этой частоте близки к 
единице, а фазовые углы — к нулю. На частоте 3,9 Гц фазовые 
данные все еще хорошие, но значение функции когерентности 
составляет около ^?=0,9. Это указывает на то, что значепия 
спектральной плотности незначительно искажены внешним шу- 
мом, но все же они позволяют оценить относительные отклопе- 
ния моды с разумной точностью. На частоте 4,5 Гц функция 
когерентности уменьшается до \? =0,25. Это означает, что одна 
или несколько оценок спектра на этой частоте искажены силь- 
ным внешним шумом, и их использование приведет к значитель- 
но завышенной оценке относительного отклонения моды. 

13°
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7.4.3. Оценивание коэффициента затухания системы 

Для каждой нормальной моды, определенной способом, 
описанным в разд. 7.4.[, иногда можно по выходным спектраль- 
ным и (или) взаимно-спектральным данным оценить эквива- 
лентный коэффициент вязкого затухания. В частности, должны 
выполняться четыре условия: а) спектр воздействия С»хх({) дол- 
жен быть достаточно равномерным в окрестности частоты нор- 
мальной моды, 6) коэффициент затухания моды & должен быть 
небольшим, в) разрешение по частоте анализа В. должно быть 
намного меныше, чем полоса пропускания моды по уровню по- 
ловинной энергии В, и г) мода не должна иметь значительных 
пересечений с соседними модами. Приближенно можно считать, 
что должны выполняться следующие условия: 

а) С, (Г) == константа для [;/— ЗВ, < [< [-ЕЗВ; 
6) 5, < 0,05; 

в) В, < 0,28;; 

r) (f;—fi-2) > 2(В, РВ, 1). 

Если эти условия выполнены, то, как следует из формулы 
(1.59), эквивалентный коэффициент вязкого затухания 1-й моды 
оценивается следующим образом: 

5: = Вы, . (7.70) 

где В; — полоса пропускания по уровню половинной энергии 
спектрального пика, связанного с {-й модой. Величину В; пред- 
почтительно вычислять по взаимному спектру между двумя 
наблюдениями выходных процессов, а не по автоспектру, по- 
скольку взаимный спектр менее подвержен искажению шумом. 

Для иллюстрации применения формулы (7.70) предположим, 
что Данные, представленные на рис. 7.19, удовлетворяют усло- 
виям «a» H «6» H3 числа перечисленных выше. Полосы пропу- 
скания по уровню половины энергии и оценки коэффициентов 
затухания трех нормальных мод, определенных главными мак- 
симумами на взаимных спектрах, представленных на. рис. 7.20, 
равны: 

Н=1,4 Гц, В,=0,10 Гц, &==0,036; 

Ь=3,9 Гц, В.=0,30 Гц, 6,=0,088; 

fz=4,5 Гц, В, =0,23 Гц, &,=0,045. 

Однако первый спектральный максимум нри 1 =1,4 Гц не удов- 
летворяет требованию к разрешению по частоте: В.=0,04 Гц= 
—=0,4 В, что больше максимально допуетимого значения 0,2 В+, 
а спектральные максимумы при {2 =3,9 Гц и [3=4,5 Гц не удов-
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летворяют условию, касающемуся пересечений соседних мод, 
так как в—Р=0,6 Гц=11(Вз3-+В2), что меньше минимально 
допустимого значения 2(Вз-+ В2). Нарущение этих двух условий 
приводит к завышенным оценкам коэффициента затухания; сле- 
довательно, вычисленные выше значения &, вероятно, слишком 
велики. 

7.1. 

7.2. 

7.3. 

7.4. 

7.5. 

7.6. 

7.7. 
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Глава 8 

СООТНОШЕНИЯ МЕЖДУ ПРОЦЕССАМИ НА ВХОДЕ 

И ВЫХОДЕ МНОГОМЕРНЫХ СИСТЕМ 

Эта глава посвящена выводу основных соотношений между 
процессами на входе и выходе многомерных систем. Предпола- 
гается, что на вход системы поступают реализации стационар- 
ных (эргодических) или переходных случайных процессов с ну- 
левыми математическими ожиданиями, а системы линейны и 
‘имеют постоянные параметры. 

8.1. Многомерные системы 

Рассмотрим gq доступных измерению процессов х:(Ё, 
4=1,2, .... д, поступающих на вход д линейных систем с не зави- 
сящими ‘от времени частотными характеристиками ЛЕЙ, 
1 =1, 2, ... 9. На выходе системы наблюдается один процесс 
(Г), который представляет собой сумму линейных преобразо- 
ваний 1,:(1), 1=1, 2, ... 0, а все отклонения от этой идезльной 
модели включаются в неизвестную аддитивную помеху п (т) 
(рис. 8.1). При оптимальном в среднеквадратичном смысле оце- 
нивании частотных характеристик Н;:({) процесс п({} не корре- 
лирован (не когерентен) с входными процессами х;({). Такая 
модель вполне соответствует реальной ситуации, когда задача 
заключается в оценивании частотных характеристик Н; (ТР) 
помехи й(Г) по измеренным значениям процессов х:(Р) и у(?). 

Если одни и те же входные процессы генерируют несколько 
подлежащих исследованию выходных процессов, как в случае 
систем со многими входами и многими выходами, то диаграм- 
ма, подобная рис. 8.1, должна строиться для каждого процесса 
на выходе системы. Это позволяет свести такую многомерную 
систему к набору более простых систем со многими входами, но 
с одним выходным процессом. 

Чтобы подчеркнуть, насколько важно производить анализ 
именно в частотной области, мы дадим здесь вывод всех соот- 
ношений, не обращаясь к ковариационным или взаимным кова- 
риацнонным функциям. Конечно, при желании можно получить 
соответствующие формулы и для статистических характеристик, 
зависящих от времени, а не от частоты, но во многих инженер- 
ных приложениях, связанных с определением зависящих от ча-
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стоты характеристик системы, в них вообще нет необходимо- 
сти. Однако они могут оказаться нужными в других случаях, 
когда речь идет об определении запаздывания в различных 
трактах системы (см. гл. 6). 

Для упрощения формул будут использоваться двусторонние 
спектральные плотности $ ({), а не односторонние [см. уравне- 

  

и (1) 
л()——— НГ) 

      

  

re(t) НХ) 
      

  

  2; (1) —— НГ) 
      

  

(0 — НЕЕ) 
      

    
    . Xq(t) ——>} Hy {F) 
  

Puc, 8.1, Cucrema со многими входными MpOWeCC€MH H OAHHM процессом Ha 
выходе. 

ния (3.45) — (3.47) ]. Однако все полученные соотношения оста- 
ются справедливыми и при замене $ (}) на односторонние спект- 
ры ((Р. Наконец, для упрощения обозначений все финитные 
преобразования Фурье будут обозначаться просто прописными 
буквами без указания зависимости от частоты и от длины реа- 
лизации. Например, в принятой до сих пор системе обозначе- 
ний основные уравнения для преобразования Фурье выходного 
процесса и(Г), соответствующие модели, показанной на рис. 8.1, 
имеют вид ‘` Oo 

YT) = SV NN 7), (8.1) 
i=! 

Vi DHA ХТ), 1=12,..,4, (8.2) 
где У(рТ), И: (Ё, Т), М(Ь Г) и ХЕ(ф, Т) — преобразования Фурье 
процессов и(Т), 9:(1), п(Г) и хё (Г) соответственно, рассчитанные
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по реализациям достаточно большой длительности Т. В систе- 
ме обозначений, принятой в этой главе, уравнения (8.1) и (8.2) 
перепишутся в виде 

9 

У= У И,--М, У-=НХь 1=1,2.09 = 8.9) 
_ {= 

8.1.1. Основные соотношения между входными 
и выходными процессами 

Согласно уравнению (8.3), произведение У* и У имеет вид 

9 9 

VV = SOS HAHjX AX, ММ. (8.4) 
t=1 s=l 

\ 

Математические ожидания двух других слагаемых равны нулю, 
если процессы 1(Г) и ХЕ) не коррелированы. Кроме того, со- 
гласно тому же уравнению (8.3), имеем | 

9 

y=)» НХ *у -- МУ. (8.5) 

По определению [см. формулу (3.45)] математическое ожида- 
ние величины У*У/Т при Т—+оо переходит в спектральную 
плотность процесса (г), так что, согласно (8.4), 

S, => ya ASi3+San (8.6) 

i=1 f= 

или, согласно (8.5), 

a 

Sw= DHFS +S, (8.7) 
=1 

При конечном значении Т спектральные плотности определяют- 
ся формулами 

‚= Е [У*УЙТ, S,=E[X XT, 

Sipe E(N*NYT, S,,=E[X,*YVT, (8.8) 

SE [NtVYT, Sin E(XANVT. 

Заметим, что если $„=0, то | 

Sat — Sane (8. 9)
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Кроме того, поскольку S*yy=Syy и S*iy=Syi, ypasnenne (8.7) 

можно переписать в виде 

— Hi, Syi ли, (8.10) 

Заменив в формуле (8.3) индекс суммирования на ] и умно- 
жив обе части уравнения на Х;*, получим дна. «БАХ — 

xev=> HX ,*X,+X,*N, | (8.11) 

откуда после перехода к математическим ожиданиям и деле- 

ния на 7 имеем 

g 

$„= У, Н,;5 (= 1,2,..., Ч, , | (8.12) 

j=l 

причем 5$м=0. - 
Соотношение (8. 12) представляет собой систему уравнений, 

из которой можно найти 4 неизвестных частотных характеристик 
НиР) (при условии что система хорошо определена и все спект- 
ральные плотности Зи и эн известны). Рекомендуемые вычис- 
лительные методы обсуждаются в гл. 10. 

8.1.2. Оптимальные частотные характеристики 

Согласно уравнению (8.3), преобразование Фурье помехи 
п(Г) имеет вид 

а 

N=Y—} HX i, (8.13) 

=> 

а ее комплексно сопряженная величина равна 

а 

№*—=у*— М“Н*Х#. (8.14) fa FS 
j=l 

После перемножения этих уравнений будем иметь а 

q q 
N*¥N=Y*Y— > HY*X,— SHA XPV + 

+У У H*H,X *X js (8.15) 
im] j=1
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перейдя к математическим ожиданиям и разделив на Т, полу- 
UHM 

Ч 4 а 

Sin =Syy— YA Su— SAPS yA YS У НУН5 и. (8.16) 
t=] {=1 i=1 j= 

„Это уравнение определяет спектральную плотность $„ при лю- 
‚бом выборе частотных характеристик Н; линейной системы с по- 
стоянными параметрами. Система называется оптимальной, ес- 
ли ей соответствует минимальное значение спектральной плот- 
HOCTH San При всех возможных выборах частотных характерн- 
стик Н,;. Как показано в разд. 5.1.1, оптимальные частотные ха- 
‚рактеристики определяются из условий 

OSnn 0 OSan __ 0 
— 

при фиксированных Н;* и Н; в первом и втором уравнениях 
(8.17) соответственно. Имея это в виду, легко показать, что 

  

OSnn С ОН =—5„-++ У Н:5=0, (8.18) 
{1 

откуда следует 
q 

S,=>, HS), j=1,2,... 9. (8.19) 

re =] 

Таким образом, равенство (8.13) действительно приводит к ус- 
ловию $„=0 при всех j. 

Если считать, что входные процессы х;(Ё) не коррелированы 
друг с другом, то уравнения (8.12) и (8.19) принимают вид 

yo S ;,=A,S;;, j=1,2,...,q. (8.20) 

Другими словами, в этом случае вся система, изображенная на 
рис. 8.1, сводится к комбинации простых систем с одним входом 
и одним выходом, и каждая частотная характеристика ПН’ мо- 
жет быть определена без учета зависимости от других трактов 
системы. Понятно, однако, что входные процессы, поступающие 
на другие тракты системы, влияют на функцию когерентности 
и на выборочную изменчивость оценок Н;, полученных по дан- 
ным измерений. 

8.1.3. Система с двумя входами и одним выходом 

Для того чтобы лучше понять основные этапы анализа си- 
стем с произвольным числом входов, ‘рассмотрим более деталь- 
но частный случай системы с двумя входными процессами и од-
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ним процессом на выходе (рис. 8.2). Функции х1(1) н 42(1) 
представляют собой произвольные стационарные или переход- 
ные случайные процессы, вообще говоря, коррелированные друг 
с другом. Задача заключается в определении частотных харак- 
теристик Н\ (|), Н›(Р) и спектральной плотности 5ли({) по из- 
мерениям процессов ди (#), хз (Ё) и и(1). 

  

u(t 

a, (t) НИЕ) a n(t) 
      

Е y(t) 

  

  X2{t) ——| Hz(f) v,(t) 
    

Рис. 8.2. Система с двумя входными процессами и одним процессом на вы- 
ходе. 

При 4=2 система уравнений (8.12) принимает вид 

Sy На + AS 42, Soy = 1 ySo4 + HeS22. (8.21) 

Пусть функция когерентности между 4:(1) и х2(!) отлична от 
единицы: | 

  

5. 2 

7, = ee #1, (8.22) 

т. е. входные процессы не связаны строго линейной зависи- 
мостью. Тогда решение системы уравнений (8.21) имеет вид 

    

  

  

$ E _ SxS | 
Н. — Зи бибзи _ С SaoSiy | 

‘ $11522 — | $12 [8 Зил [1 — 7212] | 

(8.23) 
$ | __ Зи 

H. — 51152и — аи. — ad Si1Soy 

2 51152 — | Sig |* 522 [1 — 7212] 

Заметим, что при $12=0 и 12,›=0 эти уравнения сводятся к виду’ 
В=5/а, Hf, = S2,/Sag5 (8.24) 

что соответствует рассмотренному в гл. 4 случаю системы с од- 
ним входным и одним выходным процессами. | | 

Случай системы с полностью коррелированными входами 
(у212=1) можно рассмотреть отдельно. Если функция когерент- 
ности между входными процессами х! (Г) и х2(ГР) равна единице, 
то они связаны строго линейно. В этом случае следует принять
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во внимание наличие соответствующей линейной системы, свя- 
зывающей эти процессы (рис. 8.3). Первый входной процесс 
х'({) дает вклад в выходной процесс у(Г) по двум трактам, и 

  

(у ——— НР) 

    n{t)   

  

    
H; (f) y(t) 

x2(t) ——> He l#) 

  

  

      

Рис. 8.3. Система с двумя полностью коррелированными входными процес- 
сами. 

полную частотную характеристику, связывающую #(Г) и x, (2), 
можно записать в виде 

A (=, ()+A2 (A) As (A). (8.25) 
Предположим теперь, что функция когерентности у?12 удов- 

летворяет неравенству 0<\?!2<1. Тогда, согласно уравнению 
(8.6), спектральная плотность выходного процесса есть 

Syy= (Ay PS tA “Ноа НН а-| Но ао Зап. (8.26) 

Слагаемые Н:*Н2512 и Н,2*$2: определяют вклад в спектраль- 
ную плотность Syy при наличии зависимости между процессами 
х1 (Г) и х2(Г) (эти слагаемые обращаются в нуль, если $12=0). 
Обычные функции когерентности между входными и выходны- 
ми процессами задаются в виде 

72, = [Say 1? | Sir gS |? 
ty Su Syy Зибуу "A 
  

(8.27) 
у — | Soy |2 — | FH, Soy + Soo |? 

2Y  SaoSyy SoSyy 

Эти уравнения довольно трудно интерпретировать, не очевидно 
даже, что функции \?1, и \22, находятся между нулем и едини- 
цей. 

Рассмотрим часть спектра выходного процесса #(Г), коге- 
рентную входному процессу х! (1). Очевидно, что 

3 __ 115 + Наб» № \ 1 Suy = Sn 212 = 

Ly PP S441 Ay a Si Sor + 1° oS Sig | | Но [8 [$12] __ 
Su | 

|g PS ys Ни а 4+ APS 9 + ¥"12 | He P Soa. (8.28) 
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Произведение у?,25,, определяет ту часть спектральной плот- 
ности выходного процесса у({), которая генерируется входным 
процессом х1(?) при прохождении его через обе системы Н: и 
Н.. Поменяв местами индексы входных процессов, получим 
аналогичное соотношение 

Poy yy= | A, |’ Soot Holt *S 2+ Ae* So, НУ" | Fy р Sats (8.29) 

которое определяет вклад второго входного процесса х2 (Г) в 
спектр процесса иу(Г) после прохождения х2(Г) через обе систе- 
мы Н: и Но. Наконец, при 512=0 уравнения (8.26) и (8.27) сво- 
дятся к виду 

Sw |e? Stato] Ae P See Sin (8.30) 
H,|?S H, (2S 

Vy = | - us 3 Poy = | e 2 ° (8.31) 

Smecb y71ySyy CCTb BKWaX BXOMHOrO процесса х1(#) в спектр про- 
цесса y(t) при прохождении х!(Р) только через систему с ча- 
CTOTHOH характеристикой Н! (второй тракт для процесса х!({) 
закрыт). Аналогичным образом интерпретируется и величина 
}?2у2у. Если, кроме того, 5„„=0, то очевидно, что 

1", + Yon — ] . (8. 32) 

Если входные процессы х! (7) и х2(Г) дают одинаковый вклад в 
спектральную плотность выходного процесса иу({), то у*и=у?ь, 

и, следовательно, 

= = 0,5, (8.33) 
Таким образом, обычная функция когерентности оказывается 
меньше единицы, если даже зависимости между выходным про- 
цессом и каждым из входных процессов строго линейны. Этот 
результат объясняется тем, что при определении функций обыч- 
ной когерентности для системы с двумя входами второй вход 
действует как помеха на выходе системы. 

8.2. Функция множественной когерентности 

Функция множественной когерентности представляет собой 
непосредственное обобщение на многомерный случай функции 
обычной когерентности и служит мерой линейной зависимости 
между процессом на выходе системы и всеми ее входными про- 
цессами (в общем случае — коррелированнымн). 

8.2.1. Определение и основные соотношения 

Обращаясь к рис. 8.1, можно видеть, что функция множест- 
венной когерентности между выходным процессом у(Г) и всеми 
входными процессами х;(Ё), 1=1, 2, .., 9, которые генерируют
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у(Ё), определяется как отношение спектра Sov процесса на вы- 
ходе идеальной линейной системы к спектру $,, процесса и(?), 
измеренного на выходе системы. Таким образом, если 

Зи== Swot Эли» (8.34) 

где $„„ — спектральная плотность шума на выходе системы, то 
функция множественной когерентности 

$ Suy— $ 2 So Ч nn yy _ пп. 8.35 
Ти» Syy Syy Syy (8.95) 
  

Символ и:х означает, что эта функция является мерой линей- 
ного вклада входных процессов х!1(#), ... хо(Г) в выходной про- 
цесс и(Р}. Согласио уравнениям (8.6) и (8.7), спектральная 
ПЛОТНОСТЬ ©. имеет вид 

аа q 

Sw= > НН, SHS (8.36) 

i=] j=] 

Поскольку б..ЗЗу, 5535,, И все эти величины не отрица- 
тельны, функция когерентности у*,:х удовлетворяет для всех 
частот { неравенству 

0< 2, < 1. (8.37) 

Как видно из формулы (8.35), произведение функции мно- 
жественной когерентности на спектральную плотность выходно- 
го процесса есть 

PySyy= Swo= Syy—Spn- (8.38) 

Эта величина, называемая множественным когерентным спект- 
ром (мощности) выходного процесса, представляет собой непо- 
средственное обобщение когерентного спектра (мощности) вы- 
ходного процесса, определенного уравнением (4.30). Она задает 
ту часть спектральной плотности $,,, которая определяется ли- 
нейным преобразованием измеренных входных процессов х: (Е), 
i=1, 2,..., g. Cnektp Span шума на выходе, который не обуслов- 
лен ни одним из входных процессов х:(Ё), есть, очевидно, 

San = (1 —*y-x) Sys (8. 39) 

Для применения этих результатов необходимо, чтобы шумы на 
входе были пренебрежимо малы по сравнению с входными сиг- 
налами, а измерения всех входных и выходных реализаций про- 
водились в одной шкале времени для обеспечения неизменности 
относительных фазовых сдвигов.
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3.2.2. Некоторые частные случаи 

Чтобы сделать более понятными интерпретацию функции мно- 
жественной когерентности и ее связь с обычной функцией коге- 
рентности, рассмотрим несколько частных случаев. Для систе- 
мы с одним входным процессом имеем 

би= | A, |? Sit = Sy =P Зи, Фил == (1 _ Pty) S 

Следовательно, согласно уравнению (8.35), 

"к =14,. (8.40) 

Таким образом, обычная функция когерентности есть частный 
случай функции множественной когерентности. 

Для системы с двумя входами имеем 

S,o= H* S++." So) = 

= На* (На Но) Е Н»* (Н:5а-- Но»), 

так что функция множественной когерентности задается равен- 
CTBOM 

Hy” (Sy Е Наб») + Ae” (Sox + HoSo9) 
Syy 

  Y yx (8.41) 

ГДе Syy=Sev+Spn. B Takol форме это уравнение трудно интер- 
претировать, но если 512=0, то, согласно соотношению (8.41), 

Pox | Ay |? Si | He |? Sop =", + 7%, (8.42) 
Sy у 

  

Другими словами, в случае двух некоррелированных входов 
функция множественной когерентности равна сумме обычных 
функций когерентности, связывающих выходной процесс с каж- 
дым из входных процессов. Покажем, что это утверждение 
справедливо для системы с любым числом некоррелированных 
входных процессов. В общем случае системы с 4 некоррелиро- 
ванными входами (т. е. когда 5;,=0 при #57) уравнение (8. 36) 
принимает вид 

5„= У НВ 5,. 
лм 
i=1 

Поскольку 
4 

5 Уи, [? Siz 
2 Sw 8.43 

Vox Syy Syy (8.49) 
и 

$? ‚= a i=1,2,...,9, (8.44)
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TO 

q 

P= > Vu (8.45) 

Нужно еще раз отметить, что этот результат справедлив только 
для систем с некоррелированными входными процессами. В про- 
хивном случае следует пользоваться более общим уравнением 
(10.69), содержащим функции частной когерентности (см. 
гл. 10). 

8.3. Анализ, основанный на условных спектрах 

Этот раздел представляет собой введение в методы анализа 
систем со многими входами, основанные на использовании ус- 
ловных процессов. Последние определяются путем вычитания из 
исходного процесса его оптимального линейного прогноза по 
одному или нескольким входам. Для упрощения выкладок при- 
веденные здесь основные соотношения относятся к случаю си- 
стемы с двумя входными процессами и одним процессом на вы- 
ходе. Обобщение на случай системы с произвольным числом 
входов и соответствующие алгоритмы даются в гл. 10. 

8.3.1. Определения и основные соотношения 

Рассмотрим показанную на рис. 8.2 систему с двумя вход- 
ными процессами х1(Р) и х2(1), которые будем считать корре- 
лированными, но не связанными строго линейной зависимостью. 
Таким образом, функция когерентности удовлетворяет на всех 
частотах неравенству 0<\?!2<1. Задача заключается в иссле- 
довании линейной зависимости между процессами х, (Ё} и и(Ё) 
при условии, что линейный вклад процесса х2 (РЁ) B x(t) u y(t) 
исключен. Аналогичным образом можно рассматривать зависи- 
мость между х2(!) и у(Г) при исключении линейного вклада 
х1 (Г). С физической точки зрения эта задача эквивалентна за- 
даче установления зависимости между выходным процессом и 
только одним из входных пронессов, но в предположении, что 
все зависимости между входными процессами обусловлены имен- 
но исключенным входом. 

Рассмотрим сначала случай, когда исключается процесс 
х! (1). Очевидно, что полученные ниже выводы останутся спра- 
ведливыми, если поменять местами процессы х: (1) и x2(f). 

Пусть Х.а=Х.а(р, Т) есть финитное преобразование Фурье 
(на интервале длиной Т) процесса х2(Р), из которого ис- 
ключен линейный вклад процесса х:(Р). Аналогично Уу.1= 
—=У,.:([, Г) есть финитное преобразование Фурье процесса
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и(1), из которого исключен линейный вклад х!:(Р). Функции 
Х2-1 и У,., можно рассматривать как преобразования Фурье 
помех на выходах двух простейших линейных систем, показан- 
ных на рис. 8.4. Частотная характеристика [12=[12({) описывает 
оператор оптимального линейного прогнозирования процесса 
х2(Ё) по хи (Ё), а [1,=ЁР,(Г) есть оператор оптимального линей- 
ного прогнозирования и(#} по х!(:}. В соответсхвии с физиче- 
ским смыслом индекс входного процесса хи (#), по которому осу- 

X21 

  

К, Le Xz 
      

  

  

      

Рис. 8.4. Одномерные модели для системы с двумя входными процессами. 

ществляется прогноз, в операторах Х12 и Ё!, предшествует ин- 
дексу выходного (прогнозируемого) процесса. 

Согласно формуле (5.15), частотные характеристики [12 и 
Глу имеют вид 

[= 12/5, (8.46} 
Ly = S/S, (8.47) 

а из рис. 8.4 следует, что 

Ха = — LyX = Xq— (512/51) Ху, (8.48) 

У 4=У— 1, =У— (5/51) Х.. (8.49) 

Эти две функции соответствуют изображенной на рис. 8.5 систе- 
ме с условными процессами на входе и выходе, причем До, есть 
оператор оптимального линейного прогнозирования Y,.1 по 
Х2. 0), а М=Уу. 1,2 — финитное преобразование Фурье соответст- 
вующего условного процесса, т. е. той части иу(Ё), из которой 
исключен линейный вклад процессов х1(Р) и х2(Г). Другими 
словами, У,.г2 есть финитное преобразование Фурье помехи 
п(Ё) на выходе системы, показанной на рис. 8.2. Оператор Дл, 
совпадает с оператором Но на рис. 8.2 при любом значении 

') Точнее, частотная характеристика фильтра, осуществляющего оптималь- 
ный линейный прогноз остаточного процесса и({) по х2(#). — Прим. перев. 

14—561
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Y712, поскольку Х2.: генерирует У,.: только по тракту, соответ- 
ствующему Н»2. Тракт, содержащий оператор Н!1, «отключается» 
путем вычитания линейного вклада процесса х1:(Г) из Х2(Й. 

8.3.2. Условные спектральные плотности 

Для упрощения выкладок введем в соответствии с уравнени- 
ем (8.8) следующие обозначения: 

беаа=ЕЕ [А* Ха, 

Syy-t =E [7*4У,а ИТ, (8.50) 

Sayst = [^*.4У,аИТ. 

Функции 522.1 И Фуу.: представляют собой условные (остаточ- 
ные) спектры процессов х› (Г) и иу(Т) соответственно после ис- 

N= Yy.42 

X2-] Lzy 2) 71 

Рис. 8.5. Модель с условными процессами для системы с двумя входами. 

ключения из них линейного вклада, вносимого процессом х, (Г). 
Функция $2,.: — условный (остаточный) взаимный спектр про- 
цессов х2(Р) и и({), из которых исключен линейный вклад 
х1 (1). 

Частотная характеристика [Ё2, системы с одним входом и 
одним выходом, показанной на рис. 8.5, есть, очевидно, 

Poy Soy-4/S29-4- (8.51) 

Ниже будет показано, что это равенство представляет собой 
просто сокращенную форму записи уравнения (8.23), опреде- 
ляющего частотную характеристику Н2. Помеха на выходе си- 
стемы, изображенной на рис. 8.5, имеет вид 

Y yet, a= Vy — 14X94 = Vy (Soy-4/S29+1) Xow (8,52) 

и по определению 
. 

Syyt, 2= EY * yt oY yet, ol/T 9 (8.53) 

Иными словами, $у,.1,2 есть условный (остаточный) спектр 
процесса #(Г) после вычитания из него оптимального линейно- 
го прогноза как по х!(Ё), так и по х2 (1). Посмотрим теперь, ка- 
ким образом связаны друг с другом уравнения (8.8), (8.50) u 
(8.53).
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Подставляя выражения (8.48) и (8.49) в формулу (8.50) и 
учитывая (8.8), после некоторых преобразований получаем, что 

5 (ив) (ув ®)] _ 
yy т = 

        

$ $ Siz |? киа 
S 2 

=S8,— 4 =S,,(1— vy), (8.54) 
где 

Y= | Si, [лоу (8.55) 

Уравнение (8.54) описывает спектр помехи на выходе линейной 
системы, на вход которой поступает процесс хи ({), а на выходе 
наблюдается процесс и(1). Положив и(Ё) =х.(Ё), получим 

522.4 == 922 (1— 17212), (8.56) 
где 

742==| $12 |519. (8.57) 

Аналогичным образом легко показать, что 

. Sex .) ( Siy )| 
S __ E | 2 511 1 у — $11 №, __ 

29 т — 

$ 5 $5519 

=Sy—(SE) Sa (Sh) Sut “$e Su 

    

  

  

S = Su (ir) So es 
Заменив х2({) на и(Г), получим 

Sy =$,y,— (S4,/S44) Sy уу (1 ~ Psy)s (8.59) 

что совпадает с уравнением (8.54). Подстановка (8.58) и (8.56) 
в (8.51) приводит к равенству 

5 [1 59 
_ SSey ] о 
о И — 12а] (8.6 

которое совпадает с формулой (8.23), определяющей частотную 
характеристику Н.. 

Следует отметить, что операторы математического ожида- 
ния над преобразованиями Фурье в (8.50) не являются необхо- 
димыми для вычисления остаточных спектральных плотностей; 
эти функции можно выразить непосредственно через спектраль- 

  

  

2y 

14*
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ные плотности, как это сделано в формулах (8.54), (8.56) и 
(8.58). С другой стороны, равенства (8.50) и (8.53), определяю- 
щие условные спектры, можно переписать в виде 

ТЗ Е4Х,*У |= Е1Х*, И, (8.61) 
TS “4, gE [Y*Y a. .]=Е [Y* а. 2У[, (8.62) 

YY 

причем спектры $22.1 И $,у.1: представляют собой частные слу- 
чаи остаточной спектральной плотности Soy.1). Из формулы 
(8.61) следует, что для определения 6$.,.: достаточно исклю- 
чить линейный вклад х!(Г) только из х2(Ё) или из и(1), оставив 
вторую реализацию без изменений. Из уравнения (8.62) видно, 
что для определения Syy.1,2 линейный вклад, вносимый в и(Ё) 
процессами х! (1) и х2({), должен быть исключен только из од- 
ной функции, входящей под знак математического ожидания. 

Справедливость утверждения, относящегося к формуле 
{8.61), видна из приводимых ниже равенств, которые следуют 
из соотношений (8.48) и (8.49): 

Siy e|x,*(y— x,)| 
  

  

    

5 
52-1 = т =§,,-- (5) Sots 

5 

S — 2 511 Ха у —S. — Sor S 
21.1 —— T — “ey Si ire 

Этот результат совпадает с формулой (8.58). Аналогичным об- 
разом, подставляя (8.52) в (8.62), получаем равенства (8.53): 

Soy-t ) 
. ae Xo. < ely (У, 50-1 2-1 $ — (==) $ 

11.2 T yyed 12.1 
523-1 

  

Зу2-1 | = . ах.) у] 
S =— ut Sapp TT =S 44 — ae )5 “f° gyi, 2 T yy 2-1 2у 

8.4. Функции частной когерентности 

Введенные в предыдущем разделе остаточные спектральные 
плотности позволяют определить особый тип функций когерент- 
ности, которые, как и обычные функции когерентности, служат 
мерой линейности рассматриваемых систем. Определение и ин- 
терпретация таких функций частной когерентности будут даны 

О При у(0=х(0 и х(Ю=у(Ь соответственно. — Прим. перев.
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здесь вначале для случая системы с двумя входными процесса- 
ми, а затем обобщены на случай системы с произвольным чис- 

лом входов. 

3.4.1. Система с двумя входами и одним выходом 

В случае системы, показанной на рис. 8.2, функцию частной 
жогерентности "2..1, связывающую процессы х2 (1) и у(Г) после 
исключения вклада х! (1) ви(Г) и х2(Г), можно определить как 
обычную функцию когерентности между условными (остаточ- 
ными) случайными величинами Х2.1 и У,.1). В соответствии с 
формулой (8.50) имеем 

Poy =| Soy [Р-р (8.63) 

Функция частной когерентности является мерой линейной зави- 
симости между величинами Хо. и Ту.: (рис. 8.5) на соответст- 
вующих частотах. 

Согласно формулам (8.54), (8.56) и (8.58), общее выражение 
для функции частной когерентности, заданной уравнением 
(8.63), имеет вид 

yy <4 == | SoySiy — SrySe1 |? 
ayi 52115029 у (1 — 1212) (1 — 121) ° 
  (8.64) 

В случае когда входные процессы не коррелированы друг с 
другом (т. е. $12=0 и у?,.=0), последнее уравнение сводится к 
виду 

  

2 | Say |? Poy owt = 35,1 oa) Ta (8.65) 

Tie y71,341. Takum o6pa3om, 

(1— P7145) (1 —Y72,-4) = 1—y*,,— Voy: (8.66) 

Чтобы показать, как функция частной когерентности может 
быть использована при решении инженерных задач, рассмот- 
рим турбулентный поток жидкости в гидротрансформаторе (см. 
схему на рис. 8.6). Жидкость перекачивается насосом через ло- 
патки статорного кольца и приводит в движение турбину. Тур- 
булентные пульсации скорости измеряются тремя тепловыми 
анемометрами: запись х!({) осуществляется внутри рабочего 
колеса насоса, Х› ({) — внутри рабочего колеса турбины H y(t) — 
на выходе из турбины. Анализировалась полоса частот от 0 до 
3000 Гц с разрешающей способностью В.=50 Гц и при числе 
усреднений па= 64. 

) Точнее, между условными случайными процессами, которым соответ- 
ствуют этн преобразования Фурье. — Прим. перев.
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Спектры всех трех (центрированных) реализаций турбулент- 
ных пульсаций скорости показаны на рис. 8.7. Заметим, что 
спектр пульсаций скорости х!(Г) внутри рабочего колеса насо- 
са содержит острый максимум на частоте около 400 Гц, совпа- 
дающей с лопаточной частотой насоса. Спектры процессов 
Х2 (1) и y(f) содержат максимумы на частотах, кратных 300 Гц 
(лопаточной частоте турбины). Наконец, все три спектра имеют 
небольшой максимум на частоте 1920 Гц. При обработке изме- 

Anemomemp, y(t) 

Hacoc Поток статор \  Гирвина 
      

Инемометр, о 
21 (Е) | 

WO 
            

  

РЕ 

Рис. 8.6. Расположение датчиков в гидротрансформаторе. 

Анемометр, 52 (2 

рений масштаб времени был уменьшен в 32 раза, так что в 
реальном масштабе частоте 1920 Гц соответствует частота 
60 Гц; этот максимум указывает частоту питающего напря- 
жения. 

Задача заключается в исследовании линейной зависимости 
между турбулентными пульсациями скорости внутри рабочего 
колеса и на выходе из турбины, т. е. между процессами х2 (РГ) и 
у(Г). Вначале была рассчитана обычная функция когерентно- 
сти между х2(Г) и (Г) (рис. 8.8, а). Как и следовало ожидать, 

оценка функции когерентности \2›,(7) содержит острые макси- 
мумы на частотах, кратных лопаточной частоте турбины, и очень 
острый максимум на частоте источника энергии 1920 Гц в мас- 
штабе обработки. На этой частоте когерентность практически 
соответствует случаю двух гармонических колебаний с одинако- 
выми частотами. Оценка функции когерентности у 2oy(f) при 
{=1920 Гц не достигает единицы только потому, что разреше- 
ние по частоте конечно (В.=50 Гц), так что оценка искажена 
влиянием случайных колебаний с частотами, близкими к 
1920 Гц. Помимо этих вполне понятных максимумов, связанных 
с лопаточной частотой турбины, общий уровень когерентности 
возрастает с увеличением частоты. Остается определить, чем 
обусловлен этот фон: локальными возмущениями, возникающи-
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Рис. 8.7. Спектры турбулентности, полученные в экспериментах с гидро- 
трансформатором. 

Разрешенне по частоте В,=50 Гц; число усреднений пд" 64. 

в— на рабочем колесе насоса; б — на рабочем колесе турбины: в — на выходе из тур- 

бины.
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Рис. 8.8. Функции когерентности между измерениями на рабочем колесе тур- 
бины и на выходе из турбины. 

а — обычная когерентность; б — яастная когерентность. 

ми при работе турбины, или общим случайным характером по- 
тока в гидротрансформаторе (акустическими шумами). 

Локальные возмущения, возникающие в турбине, никак не 
отражаются на измерениях х!(!), получаемых внутри рабочего 
колеса насоса, поэтому ответить на поставленный вопрос не- 
трудно, если исключить из х2(Ё) и и(Г) линейный вклад, вноси- 
мый процессом х:({). Полученная при этом функция частной 
когерентности показана на рис. 8.8, 6. Как видно, значимые мак- 
симумы функции когерентности на частотах, соответствующих 
лопаточной частоте турбины, сохранились, что вполне понятно, 
поскольку локальные возмущения потока действительно имеют 
место. Однако значения функции когерентности на высоких ча- 
стотах резко снизились; это свидетельствует о том, что линей- 
ная зависимость между х2 (1) и у(1), на которую указывают вы- 

сокие значения функции когерентности \?.,(7) на таких часто- 
тах, есть просто следствие общей реакции турбины на возмуще- 
ния потока в гидротрансформаторе. Наконец, максимум функ- 
ции когерентности на частоте 1920 Гц исчез потому, что соот-
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ветствующий максимум на частоте источника энергии наблю- 
дался в спектрах всех трех реализаций, и при построении услов- 
ных процессов он был автоматически исключен. 

8.4.9. Система со многими входами и одним выходом 

Вернемся теперь к показанной на рис. 8.1 системе с 4 вход- 
ными процессами х:({), #=1, 2, ..., 4, и процессом у(Ё) на выхо- 
де. Считается, что`все 9+1 реализаций известны. Рассмотрим 
любое подмножество входных процессов, из которых путем оп- 
тимального линейного прогнозирования исключен вклад г за- 
данных входов. Предполагается также, что эффект этих г «не- 
нужных» входных процессов исключен таким же способом и из 
процесса на выходе и(1!). Упорядочим входные процессы таким 
образом, чтобы вначале было г реализаций, эффект которых 
исключается из д —г оставшихся входов и из выхода и(!), и 
введем для условных (остаточных) процессов обозначения 

X jer! (2) =Xj-40.....7 (4, | 17] r+2,.... gq. 

Yy ori ()=Yy-42..... г (2), 

С помощью формул, которые будут выведены в гл. 10, по этим 
условным реализациям можно вычислить оценки условных 
спектров Sij.ry Syy-rt И Усбловных взаимных спектров Фу. г. 
Таким образом, мы приходим к новой многомерной линейной 
системе, в которой вместо исходных реализаций фигурируют 
реализации условных процессов с известными спектрами и вза- 
имными спектрами. 

По определению функция частной когерентности \2;:,.;! есть 
обычная функция когерентности между процессами х:.„1(Р) и 
у,.„(Г), построенная по соответствующим остаточным спект- 
ральным плотностям. Заметим, что при наличии только двух 
входных процессов х! (1) и х2(Г) функция 122.1: уже определена 
формулой (8.64). 

Чтобы продемонстрировать связь между функциями частной 
и множественной когерентности, вернемся еще раз к системе с 
двумя входами и одним выходом (рис. 8.2). Подставив выраже- 
ние (8.52) в (8.53) или (8.62), после простых преобразований 
получим 

Syyt, 2== Sy (1 — Poy-t)s (8.67) 

где 

Уи | ба [зая уу. (8.68) 

Согласно формуле (8.54), имеем 

бура. 2 == у (1 — 7 (1 — 2-1), (8.69)
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что соответствует спектру шума на выходе системы (см. 
рис. 8.2 или 8.4): 

= уи-1. 2. (8.70) 

Теперь соотношение (8.35), определяющее функцию множест- 
венной когерентности, можно переписать в виде 

«== 1— (1— 4%) (1 — Уи). (8.71) 

Это равенство задает функцию множественной когеренции в 
общем случае системы с двумя коррелированными процессами 
на входе и одним выходным процессом. Когда входы не корре- 
лированы друг с другом, то в соответствии с уравнением (8.66) 
имеем 

Ve Vay EV oy (8.72) 

Если помевять местами индексы входных процессов, то уравне- 
ния (8.69) и (8.71) перепишутся в виде 

уу ==, (1—%,) (1 — 11-2), (8.73) 

Vy = 1—(1— Poy) (1 — P7442). (8.74) 

Таким образом, 

(1—2, (1— 9.1) =(1— %%,) (1—93,.2), (8.75) 

ИЛИ 

(1— PAC — Poy) =(1—*,,-2)/(1 — Prout) (8.76) 

откуда следует, что 

Paye Zz Proyet при 1, > Poy (8.77) 

Из уравнения (8.69) видно, что в случае системы с двумя 
входами и одним выходом множественный когерентный спектр 
выходного процесса, определенный выше формулой (8.38), при- 
нимает вид 

— 42 — 2 2 
Эу:х=7 дх yy == Syy— Syy (I— ¥ iy) (1 —y 2-1) == 

— 432 2 и Е (8.78) 

Поскольку 9Эии=Фуул,, ПОЛНЫЙ спектр выходного процесса 
можно представить как 

Sw — Py:xS yy San — Sy:x ++ Зал = 

=P ySyy EVP ayer Syyt Syd, 2° (8.79) 

Поменяв местами входы, получим 

био Уи 2биу-2 Е Зуи, 2. (8.80) 

Равенства (8.78) — (8.80) сохраняют аналогичную форму и для 
системы с произвольным числом входов. Например, при д=3
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имеем 

Syy= Рио Е ля — 

ии, 2 уу, 2 Оу, 2,3. (8.81) 

Слагаемое 1?,,5,, в уравнении (8.81) определяет часть спектра 
(в данном случае — спектра мощности) выходного процесса 
(г), когерентную входу х1(Г) [см. формулу (4.30)]. Для одно- 
сторонних спектральных плотностей это слагаемое имеет вид 

Сух, == Сул =, С (8.82) 

Второй член равенства (8.81) называется частным когерентным 
спектром (мощности) процесса и({) по х2(Ё) при исключении 
вклада, вносимого входом &х!(1). Соответствующие обозначения 
для односторонних спектров имеют вид 

Оу: хх = ана = Paya yyet (8.83) 

Аналогично третье слагаемое в формуле (8.81) есть частный 
когерентный спектр процесса y(f) по хз(Г) при исключении 
вкладов х! ([) и х2 (Ё), т. е. 

Сул, 2= 3-1, 2 Оу, 2. | (8.84) 

и т. д. Эти характеристикн удобно использовать для интерпре- 
тации результатов анализа, но нужно иметь в виду, что они су- 
щественно зависят от порядка индексации входных процессов. 
Соответствующие примеры будут даны в разд. 9.4, а более под- 
робное обсуждение и алгоритмы — в гл. 10. 

уу* 
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Глава 9 

ИДЕНТИФИКАЦИЯ ИСТОЧНИКОВ ЭНЕРГИИ 

Соотношения между характеристиками многомерных линей- 
ных систем, полученные в предыдущей главе, могут быть с ус- 
пехом использованы для решения задач, связанных с иденти- 
фикацией источников энергии, поступающей в систему. Напри- 
мер, работа большого числа станков может создать чрезмерно 
высокий уровень акустического шума в какой-то части завод- 
ского цеха; в этом случае нужно определить, какие станки сле- 
дует сделать как можно более тихими, с тем чтобы наиболее 
эффективно понизить уровень шума в заданной точке. Очевид- 
но, что для правильного решения этой задачи следует знать 
вклад каждого станка в уровень шума, регистрируемый прием- 
ником. 

9.1. Постановка задачи 

Задачу идентификации источников энергии можно графиче- 
ски представить моделью, изображенной на рис. 9.1. На вход 
системы поступает д процессов и:(Г), которые преобразуются 
датчиками в сигналы &:(Г), а измеренные входные процессы 
х: (Г), 1:=1, 2, .... 4, представляют собой сумму сигналов в: (Г) и 
помех 7;(Р). Истинные входные процессы и Г) проходят через 
линейные системы с не зависящими от времени частотными ха- 
рактеристиками Н;,([), #=1, 2, ..., 4, а измеренный на выходе 
процесс иу(Г) представляет собой сумму внешней помехи п(Ё) и 
процессов 9:(Р) — выходов линейных систем, на вход которых 
поступают процессы и:(ЁР). Частотные характеристики Ни ({) 
связывают истинные входные процессы с неискаженными шу- 
мом измеренными входными процессами \;(ЁР). В идеальном 
случае частотные характеристики Ни(Рр =1 при #=1, 2, ..., 4. 
Разумно принять, что помехи 1;:(Р) и п(Г) не коррелированы 
друг с другом и с процессами &;(1) и 9:({), так что 

Отт (Г = Gum; j= Gun (f ) = Gojn (| )=0, 

Отт; (К) = Чит, (Р ==0, i, j= 1,2,..., q; tj. (9.1)
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Рис. 9.1. Модель многомерной системы в задаче идентификации источников» 
энергии. 

9.1.1. Случай некоррелированных источников 

Рассмотрим случай, когда источники. энергии и; (1), 
1=1,2,.... а (рис. 9.1), не коррелированы друг с' другом, т. е. 

Guu == 90, р, 1=1,2,..., 0, | 5 |. (9.2): 

Предположим пока, что. измерения производятся безошибочно. 
и не содержат внешних помех, так что х:(Ё) =и;(®, и, следова- 
тельно, 

fl; (= 1, т, (t) — 0, i= 1,2,..., q. (9.3): 

Нри таких допущениях модель, показанная на рис. 9.1, совпа- 
дает с многомерной линейной системой, рассмотренной в преды-- 
дущей главе (рис. 8.1). 

Как следует из результатов, полученных в разд. 3.3.3, в этой: 
идеальной ситуации взаимные ковариационные функции, связы- 
вающие процессы х;(Г) и и(Г), будут иметь (в` бездисперсной' 
системе} только один максимум (см. рис. 3.13). Кроме того, 
вклад каждого входа х:({) в дисперсию с?, процесса и({), на- 
блюдаемого на выходе системы, определяется, согласно форму- 
ле (3.72), соотношением 

Oy. =P", (d/c) 07, = 0%, 1=1,2,..., 0, (9.4).
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где р» (4/с) — максимальное значение модуля коэффициента 
корреляции между х:(Р) и у(1). Если, однако, энергия распрост- 
раняется одновременно по г трактам, соотношение для коррели- 
рованной знергии выходного процесса принимает вид 

г 

Ox = Oy DP ny (Gales) =O #=1,2,...,9. (9.5) 
k=1 

Mech Piry(de/Ce), R=1, 2, ... г, представляют собой экстремаль- 
ные значения коэффициентов корреляции между процессами 
х:(Ё} и ч(1}, соответствующие различным трактам системы (см. 
разд. 6.1). Наконец, если один или несколько трактов системы 
дисперсные, то использование уравнения (9.5) становится более 
‘сложным и требует учета практических соображений, изложен- 
ных в разд. 6.3. 

Если мы интересуемся только вкладом процесса x;(f) в вы- 
ход и(Г) независимо от того, по каким трактам распространяет- 
ся энергия этого входа, и от наличия дисперсии в системе, то 
наиболее эффективный способ решения этой задачи заключает- 
ся в анализе частотных свойств системы с использованием урав- 
нения (4.30), определяющего когерентную часть спектра выход- 
ного процесса. При д некоррелированных входах часть спектра 
выходного процесса, обусловленная только одним входом X;(f), 
задается в виде 

Gy: x, (= (f) Gyy (f)= Gow; (7), i= 1,2,..., Ч, (9.6) 

roe %?,,,(7Г) — обычная функция когерентности между х:(1) и 

(Г), заданная формулой (3.43). Следовательно, суммарный 
вклад всех входных процессов в спектр выхода есть 

Gy:x (= Gy, (f) > Px 1) = Ger (A). (9.7) 
i=! 

Как показано в разд. 8.2, сумма обычных функций когерентно- 
‘CTH, входящая в эту формулу, совпадает в случае некоррелиро- 
ванных входов с функцией множественной когерентности. 

"9.1.2. Случай отсутствия помех в измерениях 
входных процессов 

Рассмотрим теперь случай, когда истинные входные процес- 
сы #:(Ь, #=1, 2, .., 9, не коррелированы друг с другом [т. е. 
‘Уравнение (9.2) остается справедливым |, но частотные характе- 
ристики, связывающие истинные и измеряемые входные процес- 
сы, отличны от единицы, т. е. уравнение (9.3) теряет силу, и 

‘и: (1) =-х (Г). Однако мы будем по-прежнему считать, что изме-
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рения входных процессов не искажены помехами, так что при. 
всех значениях + справедливы равенства 171(Р) =0 и x; (t)= 
=: (Г). Тогда в соответствии с формулой (4.8) имеем 

Ох К=|Нн ФР Guay (f), i=1,2,...,4q, (9.8) 

а взаимные спектральные плотности между измеренными вход- 

ными процессами и выходным процессом принимают вид 

С, = Ни” (0 би, ф==Ни* (ЭН, (9 биш (Р. (9.9): 

Функция когерентности между измеренными входными процес- 
сами н процессом на выходе теперь есть 

  

| бх (Л |2 | Hi; (fF) [2 Си,и, (/) 2 _ ty __ y Ш: 
7 хи (f) — Gy x; (F) Gyy (f) — Gyy (f) e (9.10) 

Поскольку | 

[НЧ , ОР биш (В) = бор, (р), (9.11}. 
TO 

Gy:x, (N= Pay (/) Gy (j= Guo, (f), #=1,2,..., 4, (9.12) 

что совпадает с формулой (9.6). 
Из формулы (9.12) следует важный результат: если изме- 

ренные входные процессы х;(Г) не искажены помехами и строго. 
линейно связаны с истинными входными процессами и:(Ё), то. 
они полностью определяют когерентную часть спектра выходно- 
го процесса. С практической точки зрения это означает, что для 
измерения энергии, поступающей в систему, можно использо- 
вать любое измерительное устройство, обладающее строго ли- 
нейной характеристикой. При этом даже нет необходимости ка- 
либровать датчики, поскольку калибровка автоматически осу- 
ществляется при расчете функций когерентности. 

9.1.3. Практические соображения 

Метод идентификации источников энергии, основанный на 
формуле (9.6), отличается теоретической простотой, однако при: 
его использовании для решения практических задач могут воз- 
никать существенные трудности. Поэтому пользоваться таким 
подходом нужно лишь в том случае, если другие, более непо- 
средственные методы идентификации представляются нецелесо-- 
образными. Если, например, все источники, за исключением 
того, которым мы интересуемся, можно просто отключить, то, 
очевидно, так и нужно сделать. Это позволит непосредственно: 
определить вклад этого источника в выходной процесс иу([). 
Возможен и обратный случай, когда можно отключить только: 
тот источник, который мы хотим исследовать, и тогда его вклад.
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в выходной процесс определяется путем вычитания вкладов всех 
других источников из процесса, наблюдаемого на выходе систе- 
мы. Если исследуемые входные процессы имеют узкополосные 
‘спектры или, более того, являются периодическими, то их инди- 
видуальные вклады в выходной процесс можно определить пу- 
тем выделения соответствующих участков спектра процесса 
(Г), разумеется, в предположении, что спектры входов не пере- 
крываются. Анализ с помощью формулы (9.6) оказывается, как 
‘правило, целесообразным только в тех случаях, когда различные 
источники могут наблюдаться лишь одновременно, а их спект- 
ры существенно перекрываются. 

Ниже перечислены основные практические трудности, кото- 
рые могут. воспрепятствовать эффективному использованию 
‘формулы (9.6): 

1) ошибки в измерениях входных процессов; 
2) присутствие внешних помех в измерениях входных про- 

‚цессов; 
3) ошибки в определении запаздывания в различных трактах; 
4) эффекты -реверберации; | 
5) наличие обратных связей в системе; 
6) нелинейность трактов; | 
Т) наличие взаимодействия между измерениями входных 

‘процессов; 
8) корреляция между входными процессами; 
9) присутствие одних и тех же гармонических компонент в 

‘различных входных процессах; 
10) выборочная изменчивость оценок. 
Первые шесть пунктов относятся только к индивидуальным 

трактам системы; подобные трудности могут возникнуть неза- 
‘висимо от степени корреляции входных процессов. Эти пробле- 
мы обсуждаются в разд. 9.2. Следующие три пункта связаны с 
‘наличием корреляции между входами, которая может появиться 
‘по двум причинам: из-за взаимодействия (перекрестных искаже- 
'ний) между измерениями входных процессов и наличия реаль- 
ной зависимости между истинными входными процессами. Эти 
вопросы рассматриваются в разд. 9.3 и 9.4 соответственно. Свод- 
ка результатов, относящихся к выборочной изменчивости оце- 
нок, приведена в разд. 9.4.3, а детальному обсуждению соответ- 
ствующих вопросов посвящена гл. 11. 

‘9.2. Проблемы, связанные с индивидуальными трактами 

При расчете ‘когерентного спектра выходного процесса с по- 
мощью формулы (9.6) осложнения могут возникнуть даже в том 
‚случае, когда входные процессы не коррелированы друг с дру- 
гом. Такая возможность должна быть тщательно рассмотрена 
„До начала эксперимента.
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9.2.1. Измерение входных процессов 

При рассмотреиии показанпой на рис. 9.1 системы предпола- 
гается, что все входные процессы х; (1), #=1, 2, ..., д, ОпПисываю- 
щие нсточники поступающей в систему энергии, доступны на- 
блюдению. С практической точки зрения это означает, что мож- 
HO 1) правильно определить примерное положение эпергетиче- 
ски значимых источников, 2) установить там датчики, и 3) эти 
датчики обеспечивают безошибочное измерение входных про- 
цессов. Иногда два первых условия не выполняются либо по- 
тому, что положепие источников нензвестно, либо из-за невоз- 
можности установить там измерительную аппаратуру. В такой 
ситуации следует пользоваться описанным в гл. 7 методом, ос- 
новапным на использовании только дапных о выходном процес- 
се. Возможны и такие случаи, когда можно выполнить только 
первые два условия. Это чаще всего имеет место при исследова- 
HHH распределенных источников, например акустических шумов 
аэродниамического происхождения (типа шумов, создаваемых 
выходящим из трубы потоком воздуха). В этом случае измере- 
ния в самом источпике следует выполнять сразу несколькими 
датчиками, как для пескольких точечных источников. 

Помимо трудностей, связанных с измерением вероятных 
источников энергии, следует также учитывать возможное нали- 
чие посторонних помех в данных измерений. Как показано в 
разд, 4.2, присутствие посторонних шумов в измерениях вход- 
ных или выходиого процессов приводит к уменьшению знаце- 
ний функции когерентности, которая входит в формулу (9.6). 
Однако при интерпретации результатов анализа с целью иден- 
тификации вкладов отдельных источников энергии мы предпо- 
лагаем, что шумы могут исказить только результаты измерений 
процесса на выходе системы; измерения х:(Р), 1=1, 2, ..., 4, счи- 
таются неискаженными внешними помехами. Если в действи- 
тельности помехи присутствуют и в измерениях процессов, по- 
ступающих на вход системы, то значения функций когерентно- 
сти снизятся и расчет по формуле (9.6) приведет к занижению 
вклада, вноснмого каждым источником в выходной процесс 
(Г). Пусть измеренные входные процессы имеют вид хЕ(Р) = 
=: (1) + т: (Г), где и: (ГР) — истинный входной процесс, а m;(t)— 
шумы измерения, Тогда в соответствии с уравнением (4.48) 
оценка когерентного спектра выходного процесса принимает-вид 

2 Син» (Г) 
Су: = Ср (/) Cw ws (f) би (f) ° (9. 13) 
  

~~ 

Отсюда видно, что важно получить максимально возможное от- 

ношение сигнала к шуму при измерении входных процессов. 

15—561
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9.2.2. Смещение оценок при наличии сдвигов по времени 

При решенни инженерных задач, связанных с исследованием 
мпогомерных систем, регистрация всех процессов обычно выпол- 
пяется в одном масштабе времени. Если иметь в виду оценивание 
фупкцией когерентности, то такой подход приемлем до тех пор, 
пока длина реализации Г существенно превышает сдвиг по вре- 
мени Ty между парами реализаций. Вместе с тем при —Т 
оценка функции когерентности становится смещенной. Как по- 
казано в гл. 11 [формула (11.31)], при наличии сдвига по вре- 
мени между реализациями величина отрицательного смещения 

оценки 12,,(Г) функцин когерентности y’xy(f) определяется со- 
отношением 

Py (I) = (1-1) ты. (9.14) 

Если процессы х(Р) п y(t) дельта-коррелированы (т. е. пред- 
ставляют собой физически переализуемые белые шумы), то 
уравнение (9.14) является точным. Однако оно дает хорошее 
приближение и в случае, когда ширина спектров процессов х(1) 
ни(Ё) такова, что БТ» 1. 

Ong 
| 9) 

Г т | 
  

    
Рис. 9.2. Система с запаздыванием в задаче об идентнфикации источника 

энергни.
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Систематическая ошибка за счет сдвига по времени, опреде- 
ленпная уравнением (9.14), возникает во всех случаях, когда 
распространение импульса х(Т) по тракту системы происходит 
не мгновенно, а измерения выполняются синхронно (рис, 9.2). 
Смещение может быть особенно большим при расчете функций 
когерентности на основе широко распространенного сейчас ме- 
тода быстрого преобразования Фурье (БИФ), согласно которо- 
му оценки спектральной плотностн находятся путем усреднения 
по ансамблю оценок, построенных по многим относительно ко- 
ротким реализациям (см. разд. 3.4.2). Однако этой ошибки 
легко избежать, заранее оценив вероятные задержки по време- 
ни в трактах системы п вводя соответствующие сдвиги между 
реализациями до начала анализа. Как правило, современные 
анализаторы оборудованы нужными для этой цели устройст- 
вамн. 

9.2.3. Влияние реверберации 

Влияние реверберации может проявляться двояко. Во-пер- 
вых, как входной, так и выходной снгнал может подвергаться 
многократному отражению. Как показано в разд. 7.3.4, подоб- 
ный реверберациопный эффект может привести к тому, что 

  

  

  

        

  

  

        

Bxod, x(t) 

[ 

= 

= _ i 

| ASBA | А/В 

t 0 т 2T 
Рис. 9.3. Запаздываине иЗ-за ирнисутствня отраженных сигналов в выходном 

процессе. 

15*
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Рис. 9.4. Смещение оценки функции когерентностн из-за присутствия отра- 
женных сигналов в выходном процессе. 

оценка функции когерентности между входным процессом х (1) и 
выходным процессом иу(Ё) будет вести себя, как в описанном 
уравнением (7.64) случае диффузных шумов. В результате 
уравнение (9.6) даст заниженные оценки вкладов входных про- 
цессов в спектр выхода, что приведет к целому ряду ограниче- 
ний на методы идентификации источников энергии в многомер- 
ных системах. Во-вторых, возможен и такой случай, когда ре- 
верберация сказывается только на выходном процессе и не 
влияет существенно на входной процесс х(Ё). Тогда можно 
просто считать, что процессы х(Г) и и(Г) связаны несколькими 
трактами (см. гл. 6) с различными временами распространения 
сигнала (рис. 9.3). Для введения поправки на время распрост- 
ранения возмущения по основному тракту достаточно сдвинуть 
по времени реализацию выходного процесса, что, однако, не 
избавит нас от описанных уравнением (9.14) ошибок смещения, 
связанных с присутствием отраженных сигналов в реализации 
выходпого процесса. Таким образом, для получения правильной 
оценки функции когерентности длина реализации в этом случае 
должна быть существенно больше времени распространения 
всех энергетически значимых отраженных сигналов. Следует 
подчеркнуть, что длина реализации Т есть в данном случае 
продолжительность участков записи каждого из анализируемых 
процессов, по которым строятся оценки спектральной плотно- 
сти. Как показано в разд. 3.4.2, величина Т связана с общей 
длиной апализируемого процесса соотношением Гобщ= ПаГ. 

Смещепие оценки функции когерентности за счет задержки 
сигнала ипогда можно оценить с помощью отношения Т,/Т, где 
ТГ; — время реверберации. Последняя величина определяется 
следующим образом: если сигнал х(Г} прерывается мгновенно, 
то Т; есть время, в течение которого днсперсия сигнала на вы- 
ходе и(Ё) убывает на 60 дБ (т.е. в 108 раз). На рис. 9.4 показа- 
ны результаты эмпирического анализа системы, в которой ре-
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верберация нскажает только измерения выходного процесса, а 
нсточник, генерирующий акустический шум, таких искажепий 
не содержит. Запись производилась в помещении объемом около 
60 м? при полосе частот от 0,1 до 10 кГц. Как видно из рис. 9.4, 

смещение оценки функции когерентности за счет задержки рас- 
пространения сигнала мало, если длина записи Т превышает 
время реверберации Г... 

Заметим в заключение, что наличие смещения в оценке 
функции когерентности можно иногда с успехом использовать 
для анализа систем, в которых эффекты реверберации прояв- 
ляются только на выходе. В частности, иногда нас интересует 
лишь непосредственный вклад входного процесса в процесс, 
наблюдаемый на выходе системы. Если ширина полосы частот 
источника достаточно велика, так что максимумы взаимной 
коварнационной функции Ryy(t), соответствующие прямому 
тракту и первому отраженному снгналу, отстоят друг от друга 
на заметное расстояние, то оценку непосредствепного вклада 
входного процесса можно получить, правильно выбрав длину 
реализаций. Допустим, что взаимная коварнационпая функция, 
связывающая процессы х({) и у(Т), может быть представлена в 
виде (6.2). Пусть т! и т2 — моменты, при которых наблюдаются 
максимумы взаимной ковариационной функции, соответствую- 
щие сдвигам по времепи для сигналов, поступающих в прием- 
ник непосредственно и после первого отражения, и пусть за- 
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Рис. 9.5. Расчет смещенной оценки когерентного спектра выходного процес- 
са, содержащего отраженные сигналы [9.1]. 

Разрешение по частоте В,=40 Гц; число усреднепий n.=400. 
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паздывания т» в других трактах превышают величину т2 (т. е. 
ТЕ >12, А==3, 4, 5, ...). Если теперь выбрать длину реализации ТГ 
таким образом, чтобы т1< Т<т2. и вычислить функцию коге- 

рентности между х(Ё) и и(1), то смещенная оценка %?,,(р, Т) 
определит непосредственный вклад х(Ё) ву(р): 

Чук (f) = Prey (f, T) С, (1), Ty < Г < [7 (9.15}, 

Рассмотрим в качестве примера акустический эксперимент, 
проведенный Халворсеном [9.1]; соответствующая схема пока- 
зана выше на рис. 9.3. Источник возмущения х(Ё) представляет 
собой широкополосный случайный шум, а спектр процесса y(t) 
на выходе системы определяется только по непосредственному 
вкладу источника на основании уравнения (9.15). Затем отра- 
жающие стенки были убраны и вновь был определен спектр 
выходного процесса #у(7). Во всех расчетах разрешающая спо- 
собность спектра В. была равна 40 Гц при пз.=400. Результаты 
приведены на рис. 9.5. Как видно, совпадение между оценками, 
полученными с использованием уравнения (9.15) и при прак- 
тическом отсутствии отраженных сигналов, очень хорошее поч- 
ти на всех частотах. 

9.2.4. Обратные связи и нелинейные эффекты 

Соотношение (9.6) получено в предположении, что между 
процессами x(t) nu и(Ё) нет обратной связи, так что х(Ё) генери- 
рует процессе и(Г}, который не может в свою очередь повлиять 
Ha х(й. Для анализа систем с обратной связью необходимы до- 
полнительные измерения (разд. 4.3). Однако на практике впол- 
не возможны случаи, когда обратная связь существует. К ним 
относится и рассмотренная в предыдущем разделе проблема ре- 
верберации, когда процессы x(f) и у(Г) подвергаются отражени- 
ям. Приведем более тонкий пример системы с обратной связью. 
Пусть изучаемая конструкция испытывает акустические вибра- 
ции, вызываемые мощным источником, причем интенсивность. 
источника измеряется при помощи микрофона, а интенсивность 
вибраций — акселеромстром. Однако при вибрации конструк- 
ции также возникают акустические колебания, которые могут 
быть зарегистрированы микрофоном, если он расположен слиш- 
ком близко к вибрирующей копструкции. Здесь явно присутет- 
вует обратная связь, и это необходимо иметь в виду для полу- 
чения правильных результатов. 

Что касается нелинейных эффектов, то, как показано в 
разд. 5.1.1, общий подход, используемый при выводе уравнения 
(9.6), приводит к тому, что все нелинейные зависимости между 
х(Г) и у(Г) проявляются как статистически независимый (внеш-
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ний) шум на выходе системы, т. е. нелинейные эффекты входят 
в помеху л(!) (рис. 9.1). В этом случае уравнение (9.6) даст 
заниженный вклад источника в сигнал на выходе системы. По- 
этому при решении задачи идентификации источника нужно до- 
казывать линейный характер трактов системы. 

При механических вибрациях наиболее часто встречаются 
нелинейпые эффекты, связанные с возникновением «дребезжа- 
ния». Если дребезжание имеет место вблизи выхода системы 
(так что именно им определяется в первую очередь сигнал #(1) 
на выходе), то значения функции когерентности, связывающей 
выход и(Г) с измерениями х(Г) истинпого источника вибрации, 
будут сильно занижены, показывая тем самым, что истинный 
источник не дает существенного вклада в выходной процесс. 
И наоборот, если измерения производятся вблизи источника дре- 
безжания, то именно оп будет идентифицирован как источник 
энергии, поступающей в систему. Такой подход вполне оправдан 
в тех случаях, когда задача состоит именно в обнаружении дре- 
безжания, а не источника вибрации. Однако во многих других 
случаях дребезжание и другие нелинейные эффекты просто 
исказят результаты анализа и могут привести к ошибочным вы- 
водам. 

9.3. Взаимодействие между наблюдениями 

Возвращаясь к рис. 9.1, заметим, что показанная на нем 
система построена таким образом, что каждый измеренный 
входной процесс х;({Г) являстся результатом линейного преоб- 
разования истинного входного процесса и; ([) и никак не связан 
с другими источниками 1; (1), [5-}. Однако на практике не всег- 
да можно сконструировать датчики, которые будут регистриро- 
вать только данный процесс, не реагируя на другие близко рас- 
положенные источники возмущения. Особенно серьезной эта 
проблема является в акустике, когда источники возмущения ре- 
гистрируются при помощи микрофонов. Взаимодействия такого 
рода могут привести к появлению корреляции между наблюдае- 
мыми входными процессами х:(Г), #=1, 2, ..., 4, даже тогда, ког- 
да истинные входы 1:(Г), =1, 2, ..., 9, не коррелированы друг с 
другом. В таком случае вычисления по уравнению (9.6) дадут 
завышенные оценки вклада отдельных источников в процесс, 
наблюдаемый на выходе системы. 

9.8.1. Расчет когерентного спектра выходного процесса 

Для того чтобы проиллюстрировать проблемы, возникающие 
при паличии взаимодействий между наблюдаемыми входными 
процессами, рассмотрим систему с двумя независимыми входа- 

16*
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x(t} ил (Е) ii, (P) и! (2) 

На(Е) 

Fiz (F) 

ан,         uz (Et)   

m;(t) 

Рис. 9.6. Взаимодействия между измерениыми входными процессами в сн- 
стеме с двумя входами н одпим выходом. 

ми и! (Г) и и2(Г), генерирующими процесс и(Г) на выходе систе- 
мы (рис. 9.6). Первый источник измеряется датчиком 1 с час- 
TOTHOH характеристикой Ни! ({); частотпая характеристика дат- 
чика 2, измеряющего процесс м2(Р), есть Н22({). Однако дат- 
чик 2 испытывает некоторое влияпие первого источника, а дат- 
чик | влияние второго источника; соответствующие частотные 
характеристики, связывающие датчики ди { с первым и вторым 
источниками, суть На ([Р) и Нэ({). Связь источников #1 (Ё) и 
и2(1) с выходным процессом #и(Г) задается частотными харак- 
теристиками Ни, ({} и Н»›,({) соответственно. На выходе может 
присутствовать также впешняя помеха 7({), однако считается, 
что измеренные входные процессы свободны от посторонних 
искажений. Для получения количественных оценок предполо- 
жим, что на некоторой частоте функции Ни, Н?22, Ни и Hey 
удовлетворяют следующим равенствам: | 

H,,=H..= 1,00, Af, = Hyy=0,50. 

Допустим также, что на той же частоте значения спектральной 
плотности истинных источников и! (Ё) и и2(1) равны? 

Си ==1,00А; (С. .==2,00А. 
uZUu2 

Начнем рассмотрение с идеального случая, когда система 
вообще не содержит внешних помех, а взаимодействие между 

11 

1) Здесь А есть некоторое число. — Прим. перев.
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наблюдаемыми входпыми процессами отсутствует, т. е. Н2= 
=H»,=0. Cornacno результатам, полученным в разд. 8.1.3, 
имеем 

Ох — О они =1 004, Сохо == О аи == 2,004, 

С, =б,=Нб и =0,504, („== Н,б,ш=1 ‚004, 

Gy | Ну р би, A, |’ Они = 0,75A, 

a awl __9 333 — 1a!" _ 09 667 Maw Candy PH CaO 
В соответствии с формулой (9.6) получаем 

Gy: = Ve GF yy= 920A, — Gy:x9== Prey /G бу =0,50A, (9.16) 

что, очевидно, является правильным ответом. Действительно, 
поскольку Ни,=Н.,, выходной процесс должен быть на одну 
треть обусловлен источником | и на две трети — источником 2. 

Рассмотрим теперь ситуацию, когда внешняя помеха 
по-прежнему отсутствует, но взаимодействие между наблюдае- 
мыми входами имеет место, причем Н!›=И.1=0,50. Тогда оцен- 
ки спектральных плотностей имеют вид 

Gyo | Ay, |? Gait Foy FP Grong == 1,904, 

Grove | Hie | Си, НН РО из == 2,254, 

О = На“ Наб и--НиНо,б „== 1,00А, 

„= НН би, -Е НН, О no ug = 1 ‚25.4, 

Gre fy Gia НН Св = 1,50А, 

Guy =| A ty [? Gaga, +] Hay [® Gageg = 0,754, 
2 | Gry |? | Gry |? 
ип =0,889, 1 хат 

Ox, x, Gyy 2 Ск. х,Суу 

uy 

= 0,926. 

Окончательно формула (9.6) дает следующие оценки коге- 
рентных вкладов источников в спектр выходного процесса: 

бух = „6 ,=0,6674, Gyieg = Pyqy Fy = 09,6944. (9.17) 
XV UY 

Отличие этих уравнений от уравнений (9.16} и (9.17) характе- 
ризует эффект, связанный с взаимодействием наблюдаемых 
входных процессов. Заметим, что абсолютный вклад каждого 
источника завышен, а относительный — занижен. 

Рассмотрим, наконец, случай, когда помимо взаимодействия 
между измерениями входных процессов на выходе системы при- 
сутствует посторонняя помеха, спектральная плотность которой 
С п=0,25А. Зпачения частотных характеристик Н!2 и He) He Me- 
няются: Н!2=Н»:=0,50. При этом спектры входных процессов и 
взаимные спектры, связывающие входные процессы с выходом
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y(t), No-MpexKHeMy задаются равенствами, непосредственно пред- 
шествующими формулам (9.17), а спектр выходного процесса 
и функции когерентности принимают вид 

б„= | Ну ? Guu | Hoy ? Gigus —- Gag = I ,00A, 

Vea 0,667, = 0,604 
* Gey Sy, Ти Схьх.буу ой ' 

что отличается от полученных ранее значений. Однако из фор- 
мулы (9.6) следует, что 

— 452 — — 432 Oy:5, = Py Gyy = 9,667A, С„,,—=1° „В 
yy 
—0,694A. (9.18) 

Таким образом, как и следовало ожидать, внешний шум не ска- 
зывается на вкладе источников в сцектр выходного процесса. 
Нрисутствие помехи на выходе приводит к изменению относи- 
тельного вклада каждого входного процесса в спектр процесса 
у (Г), но не меняет их абсолютных значений". 

9.3.2. Вычисление функций частной когерентности 

Посмотрим теперь, каким образом можпо использовать 
Фувкции частной когерентности, когда наблюдаемые входные 
процессы взаимодействуют друг с другом. Для ответа на этот 
вопрос вернемся к показанной на рис. 9.6 системе с двумя про- 
цессами на входе. Согласно формулам, полученным в разд. 8.3, 
функции частной когерентности, связывающие выходной про- 
цесс с каждым из входов, имеют вид 

  

, РИ 
у хи" х, = С 1 5 ]=1,2, (9.19) 3 

житии) 

а остаточные спектральные плотности задаются равенствами 

— _4j2 — — 452 
Gy xy “xg Grins (1 у xpxg)? Gyroxe "< С ока (1 Y xan)? 

(С С С, х,Охьь С С хи 

ху-ха— —_——at”*~<“—s=S А xy Gy x, х2у.х: ау С ах, 

Ору. ха == Gyy (1— во), Ору. == Gyy (1— Vee) 

В первом случае, рассмотренном в разд. 9.3.1, когда между 
зходными процессами нет взаимодействия (Не=ИНо1=0), из 
приведенных выше соотношений и результатов, полученных в 

3} Величнна относительного вклада совпадает со значением Функции 
когерентностн, которое уменьшается при наличии помехи на выходе систе- 
мы. — Прим. перев.
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предыдущем разделе, следует, что 

Geyeg = 100A, Grog xg = 2,004, 
б,,.ш=0,50А, б„„.„=1,00А, 
б„н=0,25А,  б„„=0,50А. 

"Таким образом, согласно формуле (9.19), функции частной ко- 
герентности равны 

— 1,00, = 1,00. (9.20) 2 2 
т хш`хо У х21/* 1 

Итак, при исключении эффекта одного из входных процессов 
‘обнаруживается, как и следовало ожидать, строго линейная 
зависимость между вторым входом и выходом. 

Во втором случае, когда входные процессы взаимодействуют 
‚друг с другом и Н!.=Н=0,50, имеем 

Gea ti A об ии -ЕЯа*Н об „„„==1,50А, 
x ugug 

и окончательно получаем 

С 1х1 -хо==0,50А, С, = 075A, 

Gy y-xg OD 67TA, (,„.„==0,250А, 

Gyy.x97=9,0555A, @„,.„==0,0833И, (9.21) 

Ули. ха == 1,00, P rgy-x = 1,00. 

Следовательно, взаимодействие между входными процессами 
не влияет на функции частной когерентности, и они по-прежне- 
му указывают на строго линейный характер системы. 

Наконец, если на выходе системы присутствует помеха со 
спектральной плотностью, С„„=0,25А, то 

б,,.„=0,50А, ба =0,5А, 
б,.‚=0,167А, б,„„=0,250А, 
б..=0,304, —б„„.„==0,3ЗА, (9.22) 
у. 0,19, Pe ygy oxy = 025. 

Этот результат интерпретируется следующим образом. При ис- 
ключении вклада, вносимого наблюдаемым процессом хо (#), 
19% энергин выходного процесса определяется входом х!({), а 
остальные 81% — помехой на выходе системы. После исключе- 
ния вклада процесса х:({) процесс х2(Р) определяет 25% энер- 
гии выходного процесса, а остальные 75% создаются помехой. 
Следует отметить, что функцни частной когерентности не позво- 
ляют определить относительные вклады входных процессов, что,



236 Глава 9 
—p 

конечно, было бы весьма желательно. Однако более мощному 
источнику соответствует несколько более высокое значение 
частной когерентности. Если считать, что степень взаимодейст- 
вия одинакова для всех датчиков, то этот вывод справедлив в 
общем случае, и он хорошо описывает роль фуикций частной 
когерентности при решенин задач подобного рода. 

9.3.3. Подивление взаимодействий между измерениями 

Единственный способ избавиться от взаимодействия между 
наблюдаемыми входными процессами заключается в том, что- 
бы использовать для измерения входных процессов и;(®), 
[=], 2, .., 9, такие датчики, которые по возможности менее 
чувствительны к посторониим нсточникам. Здесь особенно поле- 
зен результат, полученный в разд. 9.1.2: для измерения можно 
пользоваться любым датчиком, обладающим линейной частот- 
пой характеристнкой. Если, например, источником акустическо- 
го сигнала является вибрация некоторой конструкции, то для 
измерения лучше использовать акселерометр, установленный на 
конструкции, а не находящийся вблизи нее датчик давления 
(микрофон). Поскольку колебания конструкции и генерируе- 
мый ими акустический шум связаны лицейно, установленный в 
некоторой точке акселерометр будет с вполне приемлемой точ- 
ностью измерять акустический шум, если, конечно, можно счи- 
тать, что рассматриваемая конструкция колеблется в общем 
как единое целое. Конечно, показания акселерометра не будут 
полностью свободны от посторонних воздействий, поскольку он 
будет регистрировать вибрации конструкции, геперируемые 
другимн акустическими источниками. Однако во многих случаях 
эти помехи будут значительно меньше, чем при измерении сиг- 
нала с помощью датчика давления. 

Для иллюстрации приведенных выше соображений рассмот- 
рим эксперимент, иллюстрируемый рис. 9.7: вибрирующая пла- 
стина, возбуждаемая широкополосным случайным сигналом, 
генерирует акустический шум, который регистрируется внешним 
микрофоном. Спектр этого шума, записанного при отсутствии 
фоновых помех, представлен на рис. 9.8. К создаваемому пла- 
стиной акустическому сигналу добавляется сильный статистиче- 
ски пезависимый фоновый шум, генерируемый расположенным 
вблизи громкоговорителем. Энергия шума превышает энергию 
сигнала на 27 дБ (т. е. в 500 раз). Спектр выходного сигнала 
при наличии шума также показан на рис. 9.8. Если измерять 
генерируемый пластиной шум с помощью расположенного по- 
близости микрофона, то, как видно из рис. 9.9, а, вычисление 
когерентного спектра выходпого сигнала по формуле (9.6) при- 
ведет к совершенно неверным результатам. Это пронсходит
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Рис. 9.7. Акустический эксперимент с вибрирующей пластиной. 
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Рис. 9.8. Спектр акустического сигнала, генерируемого вибрирующей пласти- 
ной (5), и спектр суммы этого сигнала с впешней помехой (4). 

Разрешение по частоте В,=2 Гц; число усреднений п,=1034. 

Спектральная плотность измерястся относительно общего среднсго квадрата суммарного 
процесса. 

потому, что микрофон регистрирует в первую очередь не сигнал 
источника, а фоновый шум. Если же сигнал измеряется при по- 
мощи установленного на пластине акселерометра, то вычисле- 
ние когерентного спектра выходного процесса дает вполне при- 
емлемые результаты (рис. 9.9,6). Все оценки, приведепные на 
рис. 9.8 и 9.9, получены при разрешении по частоте В.=2 Гц и 
числе усреднений па = 1024. 

9.4. Физически связанные источники 

Последняя задача идентификации источников энергии, отно- 
сится к случаю, когда между некоторыми из источников суще- 
ствуют физически реальные зависимости. Этот случай отличает- 
ся от рассмотренпой в предыдущем разделе задачи взаимодей-
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“Спектральная плотность измеряется относительно общего среднего квадр 

Разрешение по частоте 

А —- когерентный слектр выхода; 5 — спектр акустического сигнала. 

входного процесса микро 

Рис. 9.9. Когерентный спектр шум
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ствия между наблюдаемыми входными процессами, поскольку 
теперь коррелированы не измерения х;(Ё), #=1, 2, ..., 4, а истин- 
ные входные процессы и;(Ё). Однако мы будем считать, что ни- 
какие два источника не связаны строго линейпо, поскольку при 
этом меняется смысл задачи (разд. 8.1.3). Заметим, что две си- 
нусоиды с одинаковой частотой всегда связаны строго линейно. 
Поэтому описываемые здесь методы не могут быть использова- 
ны для анализа систем, на вход которых поступают периодиче- 
ские сигналы, имеющие общие частоты. 

9.4.1. Анализ когерентных спектров 

Как следует из результатов, полученных в гл. 8, непосред- 
ственное вычисление когерентного спектра выходного процесса 
по формуле (9.6) приведет к завышению вкладов отдельных 
источников в спектр выхода, если отдельные входы коррелиро- 
ваны друг с другом. Чтобы сделать это утверждение более по- 
нятным, рассмотрим систему с двумя источниками возмущения, 
показанную на рис. 9.10. Этот случай близок к задаче анализа 
системы с взаимодействующими наблюдениями над входными 
процессами (ср. рис. 9.6), но здесь коррелированы не измерения 
входных процессов, а сами входные процессы. Предположим, 
что часть вклада, вносимого в выходной процесс источником 2, 
обусловлена источником 1, который связан со вторым входным 
процессом линейной системой, имеющей частотную характери- 
CTHKY Н12, так что U,=U>. 1-- Ну ОТ. 

Для получения количественных оценок примем, как и в 
разд. 9.3.1, что 

Hy = Hyy= Ho2= 1,00; fy y= Hey= 0,50. 

Предположим также, что статистически независимые части 
спектров одинаковы для обоих входов и равны 1,004. Тогда 

    

, и: (2) 
I(t) ——— Hy {f) - thy, (F) 

  

        n(t) 
    

    
    

fig (f) 2 y(t) 
  

    

Zz(t) Наг (Е) иг (ЕЁ) На, (7)       
            

Рис. 9.10. Система с двумя коррелированными входными процессами и од- 
ним процессом на выходе.
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спектральные характеристики истинных входных процессов и их 
измерений имеют вид 

9х, = С ни — Gis — 1 ,00A, Grove Gio: ug, a 22 = = 2, 004, 

— —G..— |G би, бы= ООД, Рыб. —=0,50. 

В соответствии с результатами, полученными в разд. 8.1.3, при 
отсутствии помех на выходе имеем 

Gyy= Hy Gy Ae Gyp==1,00A, — G,,, = Ho,Go2-+- Hy, Go = 1,50A, 

„= | Ну р Gy Ay HG yo A y* Hy Go4 | Hoy | °Goo= 1,254, 

| Gey |? 
GooGyy 

Поэтому, согласно формуле (9.6), когерентные спектры имеют 
вид 

С 2 

м" = 0,80 Poy = = 0,90. GiGy 

Gy1=P"4,G,y=1,00A;, (,2==12,,б„==1,125А. (9.23) 

Этн результаты, очевидно, неверны, поскольку Gy:1+G,y:2> 
>С. Однако если сделать правильное предположение, что 
корреляция между входными процессами физически обусловле- 
на источником 1, то когерентный спектр Су:1, заданный форму- 
лой (9.23), получит правильную интерпретацию. Величина 
Gy:1=1,00A ecTb суммарпый вклад источника 1 в выходной 
процесс и(Ё) ло всем возможным трактам. Это утверждение 
справедливо потому, что статистически независимый вклад ис- 
точника 2 ви(Г) есть 

бое Ны В бь1==|Ны? А-=0,25А. (9.24) 

Следовательно, суммарный вклад источника | с учетом его 
корреляции с источником 2 определяется в виде 

Gy-1 — О „— Су:2-1 = | ,O0A, (9.25) 

что совпадает с формулой (9.23). Можно рассуждать и по-дру- 
гому: если бы источпик 2 был «выключен» и по соответствую- 
щему тракту в выходной процесс поступал только сигнал, обус- 
ловленный корреляцией с источником 1, TO, согласно формуле 
(8.6), спектральная плотность выходного процесса определя- 
лась бы равенством 

G,2=| Hy, НН ви=1,00А. (9.26) 
Понятно, что если бы мы ошибочио предположили, что корре- 
ляция между входными процессами физически обусловлена ис- 
точником 2, то приведенная выше интерпретация формул (9.23) 
была бы совершенно неверной.
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Пусть теперь на выходе системы присутствует внешняя по- 
меха, имеющая спектральную плотность С„„=0,25А. Тогда 
спектр выходного процесса есть С,,=1,50А и 

Ys, (fF) = 0,667; 7", (Р =0,750. 

Согласно формуле (9.6), имеем 

О, =1,004А; Gy.=1,125A, (9.27) 

что совпадает с формулами (9.23). Таким образом, присутствие 
внешней помехи па выходе системы не влияет на когерентный 
спектр выходного сигпала (хотя, как будет показано ниже, 
внешний шум увеличивает случайную погрешность оценок). 

9.4.2. Использование частных когерентных спектров 

Имея в виду результаты, полученные в гл. 8. при анализе 
системы с коррелированными источниками, можио воспользо- 
ваться частными когереитными спектрами, как это было сде- 
лано выше [см. формулу (8.83)] для системы с двумя входнымн 
процессами. Заметим, однако, что полное решепие задачи та- 
ким путем получить не удастся. Поясним этот подход на приме- 
ре системы, показанной на рис. 9.10. Будем сначала считать, 
что помеха па выходе отсутствует, т.е. п (1) =0. Согласно выше- 
изложенному (разд. 8.3 и 9.4.1), имеем 

G, Go, С.С, 
Gyy-2= Gy — —G— = 0,254, Gy 4 = Go, — a = 0,50A, 

wn 

G42 Gay I— ¥"42) = 0,50, pete he (1—¥o1) = 1,004, 

С „=, (1—1*,.) =0,1254, G,,..=G,, (1—*4,) = 9,25A, 

| Gry-a I? 2 [ Goya |? —_ 
у? ty" 2G iGaya 1,00, V 2y°14— Goo Guys = | ‚00. 

Из формулы (8.83) следует, что частные когерентпые спектры 
определяются как 

С:1-2== 4.2.2 ==0,125й, G y: 9 = Poy Gyyet = 0,254. (9.28) 

В противоположность случаю, рассмотренному в разд. 9.4.1, 
частные когерентные спектры правильно определяют вклад ипс- 
точника 2, а не источника |. Действительно, как следует из 
формулы (9.24), статистически пезависимый вклад источника 2 
в спектр выходного процесса есть Су: =0,25А, что совпадает 
со вторым из соотношений (9.28). С другой стороны, величина 
Су:1.2, определенная первым соотношением (9.28), оказывается 
физически бессмысленной. Наличие помехи на выходе не ска- 
жется на этих результатах и на их интерпретацин.
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Итак, если правильно предположить, что причиной корреля- 
ции между входными процессами является источник | (как это 
и показано на рис. 9.10), то правильная оценка суммарного 
вклада источников в выходной процесс задается формулой (8.78): 

— aye 2 ‚ 

где 

7“„@а,=1,00А=Вклад источника 1, 

1*2-10 1 =0,25А =Вклад источника 2. 

Заметим, что эти результаты оказываются верными не только 
чисто математически, но и физически. Если бы источник 1 был 
выключен, то спектральная плотность выходного процесса дей- 
ствительно бы упала до 1,00А. Если же выключить источник 2, 

анустический 
иум на вхобе 

Murpogon, %3(t}) Er 

Приборноя ‚ Акселерометр, y(t) 
бока — —_ | 

Ферма   

            

Вибрация AU. Н АВибрацея 
на Bxoce | | ~ Axcenepomemp, x;(¢)  Анселерометр, x; (t) a ie axode 2 

у у 

Рис. 9.11. Схема виброакустического эксперимента. 

сохранив поступающий через него вклад источника 1, то спектр 
выходного процесса станет равным 0,25А. Конечно, на практи- 
ке основная трудность заключается в правильном определении. 
источника корреляции входных процессов. 

Чтобы проиллюстрировать эти соображения, рассмотрим вы- 
полненный Барретом [9.2] лабораторный виброакустический 
эксперимент, схема которого показана на рис. 9.11. Приборная 
доска была установлена на ферме, на концы которой подава- 
лись тесно коррелированные механические вибрационные на- 
грузки и статистически независимый акустический шум с поло- 
сой частот от 5 до 1000 Гц. Входные процессы регистрирова- 
лись двумя акселерометрами, установленными на концах фер- 
мы, и микрофоном, который был расположен над приборной 
доской. Выходной процесс измерялся акселерометром, установ- 
ленным на приборной доске. Выходное ускорение и(Ё) выража- 
лось через ускорение свободного падения (5=9,8 м/с?), а спек-
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Рис. 9.12. Спектры входных и выходного процессов. 
а, б — источники вибрацни { н 2 соответственно; в — акустический шум на входе; г-— 
вибрацин пластины. Разрешение по частоте В,=б Гц; число усредвений лн=50. Рисунок 

заимствовая из работы [9.2]. 

тральные оценки имели разрешающую способность В.=5 Гц 
и число усреднений па=50. 

Спектры всех трех входных процессов и выхода и(Ё) в этом 
эксперименте с фермой показаны на рис. 9.12. Заметим, что ре- 
акция приборной доски почти целиком сосредоточена в несколь- 
ких узких частотных диапазонах, соответствующих слабодемп- 
фированным вибрационным модам (собственным частотам) кон- 
струкции, состоящей из фермы и приборной доски (разд. 1.3.3).
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Поэтому при анализе можно ограничиться рассмотрением толь- 
ко этих резонансных частот. Значения функции множественной 
когерентности для пяти первых мод приведены в табл. 9.1. 
Величина ^?,:х находится в пределах от 0,64 до 0,86, что вполне 
приемлемо; вероятно, функция когерентности не достигает более 
высоких значений из-за смещения оценок на резонапсных ча- 
стотах в связи с низким спектральным разрешением 
(разд. 9.2.3). В табл. 9.1 приведены также значения част- 
ных когерснтных спектров, которые вычислялись в следующем 
порядке: х,(1) — входной процесс, генерируемый вибратором 1 
(левая сторопа фермы, ближайшая к приборной доске}; 
Х5 (1) — входной процесс, генерируемый вибратором 2 (правая 
сторона фермы); хз ({) — акустический шум. 

Из приведенных в табл. 9.1 результатов легче всего интер- 
претировать частный когерентный спектр, обусловленный вхо- 
дом хз(Ё), потому что этот процесс практически пе коррелиро- 
ван с вибрациями х, (Г) н хз(1). Как видпо, относительный вклад 
статистически независимого процесса х. (Г) в когерентный спектр 
G,-x возрастает почти от нуля (примерно 1$) на частоте 68 Гц 
до высоких значений (83%) на частоте 420 Гц. Этот результат 
с очевидностью демонстрирует, что вибрации хи (Г) и х2(Г) опре- 
деляют реакцию и(Г) на низких частотах, тогда как акустиче- 
ский шум хз(Г) обусловливает отклик на высоких частотах. 
Однако к оценкам относительных вкладов, создаваемых вибра- 
торами, следует подходить с осторожностью, потому что входы 
ж(Ё) и X2(t) тесно коррелированы друг с другом. Так, можно 
предположить, что на частоте 68 Гц входной процессе x, (f) оп- 
ределяет когерентный спектр выходного процесса на 96$, но 
нужно помнить, что значительная часть этого вклада может 
быть обусловлена корреляцией между х.(Р) и х2(Ё. С другой 
стороны, на частоте 161 Гц вклад х\(ГР) в когерентный спектр 
выходного процесса составляет, видимо, 60$, а 37% можно 
приписать статистически независимому вкладу, создаваемому 
только процессом хз(Ё). Это означает, что суммарный вклад 
х2(Г) составляет пе менее 37%. На частоте 230 Гц статистиче- 
ски пезависимый вклад только процесса х.(Р) равен 70$, отку- 
да следует, что вход х2(Т) определяет реакцию системы на этой 
частоте пезависимо от возможного вклада, впосимого процес- 
сом х1 (В. 

9.4.3. Ошибки оценок 

Сведения о случайных ошибках оценок функций частной ко- 
герептности и частных когерентных спектров приведены в гл. 11, 
а сводка результатов дана в табл. 9.2. Заметим, что величина 
ошибки во всех случаях зависит от значений функций когерент-
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Габлица 9.2 

Случайные ошибки оценок функций частной когерентности и частных 
когерентных спектров 
  

Оценка Случайная ошнбка оценки 

  

УИ — Ти ([)] т, ( : и 
ыы Г Г рхи (РТУ па 

  

д [2 — У(РуР Gy. (2) = — gi all Py AV aa 

о И2 18, (2 
Vaay-x i) lPaya(f | ¥na— | 

  

. (2 — 98 (M2 
Ge, = - —— 
yarns (Yay s(f) [Vara ! 

x У? И — 8. 2 

узи. val) 1 Payer, of) | Уп —2 

[2-72 0)” 
| Payer, of) | Vna— 2 

  

  

G   

И: АЗ-А, xf)   
  

пости и отчисла усреднений Иа. Необходимо подчеркнуть также, 
что приведенные здесь формулы справедливы только при от- 
носительно небольших значениях случайной ошибки (=.<0,20). 
Выражения для ошибок оценок условных характеристик более 
высокого порядка получаются путем простого обобщения фор- 
мул, приведенных в табл. 9.2. Ошибки оценок обычных спек- 
тральных характеристик были приведены выше (табл. 3.2). 

Помимо случайных ошибок, о которых здесь идет речь, име- 
ются еще и многочисленные источники систематических ошн- 
бок, которые могут привести к получению завышенных или за- 
ниженных оцепок функций когерептности и когерентных спект- 
ров (см. разд. 9.2 и 9.3). Это смещение оценок также необхо- 
димо принимать во внимание при решении любых прикладных 
задач. 
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МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ МНОГОМЕРНЫХ ЗАДАЧ 

В гл. 4 и 8 были получецы цекоторые соотнащения, цеобхо- 
димые для апализа систем с одпим или несколькими процес- 
сами на входе и выходе. В этой главе описаны итерационпные 
методы, на основе которых можно построить эффективные вы- 
числительные алгоритмы и осуществить моделирование много- 
мерных систем. Здесь получены формулы для условпых харак- 
теристик и оптимальных частотных характеристик, для разло- 
жения спектра выходного процесса на физически разумные со- 
ставляющие и, паконец, для функций множественной п частной 
когерентности. Как и в гл. 8, прописными буквами обозначены 
преобразования Фурье, а все выводы датотся через двусторон- 
ине спектральные плотности. 

10.1. Построение моделей 

Получим сначала основные соотношепия для системы с дву- 
мя входными процессами, а затем обобщим их па случай про- 
ПЗВОЛЬНОГО Числа входов 40. 

10.1.1. Система с двумя входными процессами 

Чтобы лучше понять общий случай системы с 0 входными 
процессами, рассмотрим сначала показанную на рис. 10.1 систс- 
му, па вход которой поступают два стационарных эргоднических 
нли переходных случайных процесса. Предполагается, что вход- 
ные процессы коррелнровапы друг с другом, но корреляция не 
идеальна, так что 0<12,.<1. Согласно изложенному в гл. 8, в 
этом случае имеем 

Y=Hi,,X,+HyX2-+N, 

FD yy = S4y-2/S 44-95 Foy = So+4/So2-41 (10. 1) 

Syy= | fy, |? Sap yy Ae So Ay Hoy* Ser +I Hoy | 52 Зил: 

Заметим, что здесь частотные характеристики Ну, и Нл зада- 
ются сходнымн формулами. Отметим также, что спектр Syy 
представлен пятью слагаемыми, причем членам, содержащим
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взаимные спектры $12 И $21, трудно дать простую иитерпрета- 
цию. При 4 входных процессах спектр выхода будст содержать 
°--1 слагаемых. В рассматриваемом случае нельзя сказать, 
какая часть спектра выходного процесса и (Г) определяется толь- 
ко входом х; (1), и четко определить смысл частотной характери- 

ОИ N 
xX; My 

      

х, Fey 

Рис. 10.1. Система с двумя произвольными входпыми процессами и одиим 
процессом на выходе. 

стики, по которой можно было бы прогиозировать зпачепия 
(Г) па осповапии х! (1). Остается неясным, какая часть спектра 
выходного процесса и(Г) обусловлена остаточным процессом 
Хз (Г), который получается после исключения из х2(Р) линейно- 
го вклада, вносимого входом лх: (Г). На все эти вопросы можно 
ответить, если вместо модели на рис. 10.1 рассматривать систе- 
му, содержащую условные входпые процессы. 

Как следует из результатов, полученных в гл. 8, использо- 
вание условных процессов, которые могут быть вычислены по 
заданиым входным процессам, позволяет замспить показапную 
па рис. 10.1 систему некоторой новой моделью, объединяющей 
отдельные части систем, изображенных на рис. 8.4 и 8.5. В ре- 
зультате такого объединения получается система с некоррелн- 
рованными входными процессами (рис. 19.2), причем спектр Зи, 
выхода представляется теперь тремя слагаемыми, имеющими 
вполне очевидный физический смысл. Для системы с 4 процес- 
сами на входе спектр выходиого процесса будет представлен 
9—1 слагаемым. 

Согласно изложенному в разд. 8.3, изображенная на рис. 10.2 
система описывается соотношениями 

Y= LyXy-+ ГАЕМ, 

Ly 4/9 Log y= Says /So9-45 

Sy =| Ly, \* Su+} Loy ? Soo Sins (10.2) 

Эли = уу, 2= и, (1 —7".,) (1— Yo,-1)- 

Этим характеристикам можно дать следующую физическую ин- 
терпретацию. |[4,|? Зи==у2,$,, есть часть спектра выходного 
процесса и({Ё), обусловленная входом х:(Ё) после прохождения 
его через систему с частотной характеристикой [!„, определяго- 
щей оператор оптимального линейного прогноза процесса у(1)
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по х1(#); |12,|2$224 ==\?у4 Эуун есть часть спектра выходного 
процесса и(#}, обусловленная входом х2-1 (7) после прохождения 
его через систему с частотной характеристикой Ё.,, определяю- 
щей оператор оптимального линейного прогноза процесса y(t) 
по Х24(Ё; Зпи=5уул,2 есть часть спектра выходного процесса’ 
(г), обусловленная шумом п(Р), который отражает все неза- 
висимые внешние шумы на выходе, не связанные линейно с 

вкладом входных процессов х!(Ё) и Х2(Р) после прохождения 

нх через соответствующие системы, осуществляющие оптималь- 
ный прогноз выходного процесса #(т). 

  М 

  
Ny Ly 

    

Xs Liy 

Рис. 10.2. Система с условными входными процессами и одним процессом 
на выходе. 

Заметим, что функции Эл И Фу, имеют один и тот же смысл 
для систем, показанных на рис. 10.1 и 10.2. 

Меняя нумерацию входных процессов, получим другой ва- 
риант модели, изображенной на рис. 10.2 (рис. 16.3). Теперь 
спектр выходного процесса представляется в виде 

      

    

Soy |? Эли. |? 
5„= 5. баз Su, би 5 = 

— Pay yy EV sya yy2-b Sans (1 0.3} 

где \2,>,, есть часть спектра выходного процесса y(t), o6yc- 
ловленная входом х2(Г) после его прохождения через систему 
с частотной характеристикой $2,/522, определяющей оператор 
оптнмального линейного прогноза процесса у(Ё) по х2(Ё); 
\2-25 уу есть часть спектра выходного процесса у(№, обуслов- 
ленная входом х!1.2(1) после прохождения его через систему с 
частотной характеристикой $1у.2/$11.2, определяющей оператор 
оптимального линейного прогноза процесса и(#) по х+.2 (0). 

Смысл функций $ип И Э,, остается прежним. 
Отсюда видно, что нумерация входных процессов имеет су- 

ществениое значепие, поскольку от пее зависит интерпретация 
результатов. Еслн по физическому смыслу задачи порядок сле- 
дования входных процессов может быть любым, то рекоменду- 
ется вначале вычислить фупкции обычной когерентности между 
выходом и каждым из входов и обозначить через х. (#) ту реа- 
лизацию, которой соответствует более высокая когерентность. 
Тогда остаточный процесс х2..(Р) будет соответствовать исклю- 

17—56 1



250 Глава 10 

чению линейного вклада процесса х, (ГР), связанного с выходным 
процессом более тесной линейной зависимостью, чем х2(Т); при 
ЭТОМ Х2-1 (2) обеспечит лучший линейный прогноз выходного про- 
цесса (рис. 10.2). Если же заранее известно, что процесс хи (#) 
играет меньшую роль, чем х2(Ё), то в качестве первого входа 
следует, конечно, взять х2({), и, как показано на рис. 10.3, вто- 
рым входным процессом будет служить х1.2(®). 

На рис. 10.4 показана неверная модель, которую, по крайней 
мере на первый взгляд, можно предложить вместо модели, изо- 

М 
  

  X2 —>— Sey 

Szz   

  

Sty-2 
Х,. Si 

ФРис. 10.3. Другой способ представления системы с условными входными 

      
  

    

процессами. 

‘ M 
x 91.2 | 

12 би-2 
x Y 

  

922.1       

Рис. 10.4. Ошибочное представление системы с двумя входными процессами 
и одним процессом на выходе. 

Эраженной на рис. 10.1. Оба условных процесса, поступающих 
на вход системы, можно определить непосредственно по вхо- 
дам х!(Ё), х›(Ё); однако помеха М отличается в этом случае 
от помехи №. Согласно рис. 10.4, имеем 

__ 91-2 Sey-1 \ xX М 

У = X4-2-+ } 21 1 ’ 
11.2 $29 

Зи — у", p22 -- 7». аи 1 + Sim — 

2 2 

— 74-2 (1 — Po) 5-Е? 2y'1 (1 —? 1.) Sy +S: 

Таким образом, 
2 

Sram Sy, LL 1-2 (1-— Уз} — Та (1— 7*4,}]. 

    

С другой стороны, согласно формуле (8.69), имеем 

ин = уу (1 —1", (1 ~~ Voy: 1) 5 Sam 

откуда следует, что системы, показанные на рис. 10.1 и 10.4, 

не эквивалентны.
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10.1.2. Системы со многими входами 

Общий случай системы со многими входными процессами по- 
казан на рис. 10.5. Здесь символами Xi, #{=1, 2, ..., 9, обозначены 
финитные преобразовання Фурье соответствующих входных 
процессов, порядок следования которых определен заранее. 
Финитное преобразование Фурье выходного процесса есть. 
У=Ха-4а, а частотные характеристики линейных систем (с по- 
стоянными параметрами), связывающих входные процессы с вы- 

  

  

  

Х! Пу 

N 

X2 Hey 

№ Noy E У 

eee и 

гы ye 

at ty a 
eee 

Xq Hay       
Рис. 10.5. Многомерная система с произвольными входными процессами’ 

и одним процессом на выходе. 

ходным, суть Ни, #=1, 2, ... 9, причем индекс входного про- 
цесса предшествует индексу выходного процесса. Любые откло- 
нения от этой идеальной линейной модели включены в неиз- 
вестную помеху на выходе, финитное преобразование Фурье 
которой обозначено символом /^. Подобные модели можно стро- 
ить, меняя порядок входных процессов или задавая другой пра- 
цесс на выходе системы. 

На спектры и взаимные спектры процессов не накладыва- 
ется никаких ограничений; предполагается только, что они су- 
ществуют и могут быть определены по данным наблюдений. Счи- 
тается, что все преобразованные входные процессы (т.е. ре- 
зультаты их прохождения через системы с частотными харак- 
теристиками Н:,) и помеха на выходе не могут быть измерены 
непосредственно. В общем случае все частотные характеристи- 
ки Ни, не известны и подлежат оцениванию. Конечно, в неко- 
торых случаях отдельные частотные характеристики могут быть 
известны заранее или их можно измерить. Множество {Н;} 
совсем не обязательно описывает истинные физически осущест- 
вимые характеристики, соответствующие рассматриваемой зада- 
че. Они могут представлять собой лишь результаты математи- 

17°
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ческой обработки данных наблюдений, которые описывают за- 
висимости выходного процесса от каждого входа, причем эти 
зависнмости строятся на основе теории оптимального в средне- 
квадратичном смысле линейного прогноза выходного процесса. 

Для полного определения описываемой модели нсобходимо 
выполнение четырех условий: 

1. Все обычные функции когерентности, связывающие пары 
входных процессов, должны быть отличны от единицы. В про- 
тнвном случае соответствующая пара входных процессов дает 
лишь избыточную информацию, и один из этих процессов дол- 
жен быть исключен из рассмотрения. Это соображение позво- 
ляет рассматривать системы с распределенными источниками 
как системы с точечными входамн. 

2. Все обычные функции когерентности, связывающие вход- 
ные процессы с процессом на выходе, должны быть отличцы от 
единицы. В противиом случае все процессы, для которых функ- 
ция когерентности не равна единице, не дают вклада в выход- 
ной процесс, и рассматривасмая многомерная модель сводится 
к системе с одним входным процессом и одним процессом на 
выходе. 

3. Ни одна из функций множественной когерентности, связы- 
вающих любой данный входной процесс с другими входами, не 
может быть равна единице. В противном случае соответствую- 
щий вход можно получить линейным преобразованием других 
входных процессов, так что он не дает никакой дополнительной 
информации о процессе на выходе системы и поэтому должен 
быть исключен из рассмотрения. | 

4. Для того чтобы исходные теоретические предположения и 
сделанные в результате анализа выводы были в разумной сте- 
пени надежными, необходимо, чтобы оценки функции множест- 
венной когерентности, связывающей выходной процесс с данным 
набором входов, были достаточно высокими (скажем, не менее 
9,5). В противном случае можио полагать, что модель учиты- 
вает не все действительно важные входные процессы или она 
существенно нелипейна. Значение 0,5 функции когерентности 
не является строго обоснованным, и понятно, что его следует 
выбирать на основе физических соображений и исходя из объе- 
ма имеющихся исходных данных. 

Модель, показанную на рис. 10.5, можно представить в иной 
форме, заменив входные процессы упорядоченным набором 
условных реализаций. На рис. 10.6 соответствующие преобразо- 
вания Фурье обозначены символами Хы), =}, 2, ..., 9. Для 
каждого значения { функция Х:-:— соответствует условному 
процессу, полученному из входного процесса Х:({) путем исклю- 
чения из него линейного вклада, вносимого всеми предыдущими 
процессами Х, (1), ..., Х; .(Ё), причем эта операция осуществля-
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ется путем оптнмального в среднеквадратичном смысле линей- 
ного прогноза процесса Х;([) по Х, (1), ..., А-а (Р. Эти упорядо- 
ченные условные входы не коррелированы друг с другом, чего 
обычно нельзя сказать об исходной системе. 

Оптимальные и не зависящие от времени частотные харак- 

  

      

  

    

    

  

теристики обозначены на рис. 10.6 символами Гу, 1=1, 2, ..., g. 
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Рис. 10.6. Миогомерная система с условными входными процессами и одним 
процессом на выходе. 

Как правило, функции Г., существенно отличаются от частот- 
ных характеристик Не, соответствующих системе, изображен- 
ной на рис. 10.5. Процессы п(Ё) и y(t) Ha выходе системы, 
которым соответствуют преобразования Фурье М и 7, одина- 
ковы для обеих моделей. Заметим, что для исходной модели 
можно построить 4! различных аналогов в зависимости от того, 
какой из процессов выбран в качестве Х,({), Х2(Г), Хз-2' (1) 
ни т.д. Ниже принято, что порядок следования входных про- 
цессов определен и не меняется в процессе анализа. Понятно, 
что аналогичные результаты можно получить при любом напе- 
ред заданном порядке нумерации входов. 

10.1.3. Иреобразования Фурье и спектральные функции 

В соответствии с изложенным в гл. 3 финитные преобразова- 
ния Фурье для любой пары реализаций х(Т) и у(Т), заданных на 
интервале длиной Т, определяются в виде 

T т 

X if, T)={ x(t) ein dt, Y(f,T)= { y (t) e227 df. 
Q в (10.4)
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При вычислениях по этим формулам на цифровой ЭВМ часто- 
та | принимает дискретный набор значений с шагом ДЁ=1/Т. 
Предполагается, что х(Р и и(Г) являются реализациями ста- 
ционарных эргодических или переходных случайных процессов. 
так что моменты распределения вычисляются усреднением по 
ансамблю. Двусторонние спектральные: плотности 

See = (UT) E (X* (FT) X (FT) 

Syy (f)=(1/T) E[Y* (Ff, Т)У (К T)] (10.5a) 
И взаимные спектры 

Soy (fy (LT) E 1X* (7, T)Y (FT) (10.56) 
определяются таким же образом, как и в формулах (8.8). На 
практике, конечно, можно найти лишь оценки этих характери- 
стик, поскольку оператор математического ожидания заменен 
усреднением по конечному числу реализаций. Заметим также, 
что в случае переходных процессов множитель 1/Г следует 

опустить. Как показано в разд. 3.4.2, оценка ©,.,(Г) взаимного 
спектра $. (7) обычно находится в виде 

< 1 ve 
Sey д МХ» (БТ)У» <, Т), (10.58) 

где из есть число независимых (неперекрывающихся) реализа- 
ций, каждая из которых имеет длительность Т. Общая длина 
реализации есть ГТобщ==ИаГ. При задапном значении Тобщ ВЫ- 
бор длины реализации Г и их числа па осуществляется на ос- 
нове компромиссных соображений. Как будет показано в гл. 11, 
для минимизации систематической ошибки оценок нужны как 
можно более длинные реализации, тогда как случайная ошибка 
оценок убывает с ростом числа реализаций па. 

В дальнейшем мы будем считать, что исходные параметры 
выбраны таким образом, чтобы можно было получить достаточно 
хорошие оценки спектров и взаимных спектров для всех 9-1 
реализаций, описывающих исходную систему с д входными про- 
цессами и одним процессом на выходе. Операции математиче- 
ского ожидания (усреднения), вхолящие в формулы (10.5a— 
10.5в), осуществляются только для этих 9-1 выборочных реа- 
лизаций. Хотя условные спектральные характеристики содержат 
оператор математического ожидания, для их вычисления не 
требуется ни выбора исходных параметров, ни определения 
средннх значений. Здесь будет показано, что условные спек- 
тральные характеристики можно вычислить по некоторым ре- 
куррентным формулам. 

Финитные преобразования Фурье (Е.Т.) исходных реализа-
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ций и соответствующих остаточных реализаций, выполненные 
по интервалам достаточно большой длины Г, обозначаются ниже 
прописными буквами, причем для упрощения обозначений аргу- 
менты 7 и ; опускаются. Таким образом, имеем 

X,=F.T. x;() при 1=1, 2,.... 9-1, 
7 — — | — У=Ха=Е.Т. и()=Е.Т. хоца (0. 

Пусть, кроме того, при любом г=1, 2, .... Ч и [г 

А-н=А 2... сть преобразование Фурье 
реализации х, (7) после ис- 
ключения из нее линейно- 
го вклада всех предыду- 
щих реализаций от х, (0 

До Хх, (1), (10.7) 
№М = Х п.1-1= 7 -а==Е.Т. п (2). 

При любом зпачении # величина Х;..: =0, если гр, так как в 
этом случае из ХР) следует исключить саму эту реализацию 
x; (7). 

Функции спектральной и взаимной спектральной плотности 
исходных реализаций в соответствии с формулами (10.5а)— 
(10.5в) определяются равенствами 

TS, ,=£ [XX J=EI | Х; [2], 

15: =Е [X,*X jl, if Г, 

75,=Е ПУ =Е Ха 1, 

а условные спектральные плотности, садтветствующие остаточ- 

ным процессам, задаются в виде 

Ти: =E[ [Х:- д [7], 

(10.8) 

(10.9) 

(10.10) 

TS n= TS (aay (2) gh =F I N "I. 

Условные взаимные спектры имеют вид 

TS pp ВХ * AX peal, (10.11) 

rye ifaj uw i>r, j>r. 3ametum, что 

Sip =Sjerts Sayan = Si capty- ety (10.12) 

При г или г>] величина 5:;.м ==0 при любых [ |. 
Преобразование Фурье процесса на выходе системы, пока- 

занпой на рис. 10.6, задается по всем упорядоченным условным
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входным процессам соотношением 

а 

Х дл — > Вико Ааа 

i=! 

(10.13) 
Перестроим показанную на рис. 10.6 модель таким образом, 
чтобы учитывать эффект лишь г первых условных входных про- 
цессов (7=9), по-прежнему считая выходным процесс хол (Ё). 
Тогда щум есть Х(о+1).‚,, а формула (10.13) принимает вид 

Хы Уи Хнани- Хану. (10.14) 

i=! 

O6o3uaunB Xj;—Xgy1, получим более общую форму этого выра- 
жения: 

X= SP LyX pea Хи. (10.15) 
f=! 

Нетрудно видеть, что при любых |-—{ и г<{ имеет место ра- 
венство | 

E[X* XK JE LX pp X peal (10.16) 
Все другие математические ожидания равны нулю. Таким 

образом, величины, заданные соотношениями (10.10) и (10.11), 
можно вычислять по формулам 

Тани ЕХ* АХ, Ти ЕХ*,аХЯ. = (10.17) 

Из вышензложепного следует также, что 

TS yyy ASE [X* ytytXqil TS; yn LE (X* ииХом |. (10.18) 

Формулы (10.17) и (10.18) представляют собой важные теоре- 
тические соотношения, которые удобнее применять на практике, 
чем исходные определения условных спектральных плотностей. 
Во всех приведенных выше формулах множитель Т должен 
быть опущен, когда речь идет об энергетических спектрах, а не 
о спектрах «мощности» (о переходных и стационарных слу- 
чайных процессах соответственно). 

10.2. Состношение между параметрами оптимальных систем 

Рассмотрим теперь методы вычисления параметров Г, 
t=1, 2, ..., g, ОПТимальных линейных систем, связывающих ус- 
ловные входные процессы с процессом на выходе системы 
(рис. 10.6}. Найдем зависимости между частотными характе-
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ристиками Г, и функциями Ни, которые связывают выходной 
процесс с реальными процессами х;(Ё, поступающими на вход 
системы (см. рис. 10.5). 

10.2.1. Оптимальные системы для условных входных 
процессов 

Заменяя ХА на Уи Хан), на М, перепишем формулу 
{10.13) в виде 

g 

Y= VL Xp¢y tN. (10.19) 
=] t 

Пусть М есть преобразование Фурье помехи на выходе системы, 
заданное в виде Ny=Y —L,Xp-q-ty (10.20) 
Другими словамн, №, есть разность между 7 н результатом 
прохождения условного входиого процесса Х;.(:4) через систе- 
му с частотной характеристикой Г:,. Очевидно, что 

— 2 и 
[М P= | У] — [X* 5-7-1) 1— 

2 

Находя математические ожидания обенх частей этого равен- 
ства и деля на Т, получаем следующее соотношение между 

спектральными характеристиками: 

__ * 
бин, Е ii ty 

* * 
—L,,8 iy Gay pL ибн (10.22) 

Это соотношение задает средний квадрат ошибки определе- 
мия выходного процесса для системы с произвольной частотной 
характеристикой [:,. Частотную характеристику оптимальной 
системы, которая минимизирует эту среднеквадратичную ошиб- 
ку, можно найти, приравняв нулю частную производную выра- 
жения (10.22) по Р:, при фиксированном значении Ё*;,. После 
соответствующих выкладок (см. разд. 5.1.1), получим 

Liy=Siy-G-w Sigh §=1,2,...,9. (10.23) 

3amena Y=X,4, Ha Xj; u Ly ua Li; WaeT paBeHcTBO 

Ly=Sip-G-y Sieg БРА, 9,....9, 9-1. = (10.24) 

Заметим, что 
[...=1 при всех i, 

[1;=0 при всех j <i, (10.25) 

р
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В частности, при {=1, Ви 3 имеем 

[= Эл, {= 1,2, ..-, q+, 

Loy So4-4/So2-4, [= 2,3, 4 GEL, (10,26) 

Lj Soj-2/Sgg-2!, J=3, 4,0 9-Н1. 

Частотная характеристика, соответствующая последнему услов- 
ному входному процессу (т.е. при {=4 и |—=4-1}, имеет вид 

L, (9+1) = [= ду (а-1):/ Эдда (10.27) 

Из формул (10.19) и (10.23) следует, что помеха на выходе 
системы не коррелирована со всеми упорядоченными условны- 
ми процессами, поступающими на вход. Как видно из формул 
(10.23) и (10.24), для вычисления оптимальных частотных ха- 
рактеристик нужно знать условные взаимные спектры $1-(1-л) 
при всех Ги ]. Способы вычисления этих функций при помощи 
специальной итерационной процедуры будут описаны в 
разд. 10.3.2. 

10.2.2. Оптимальные системы для исходных входных 
процессов 

В противоположность условным остаточным входам системы, 
показанной на рис. 10.6, финитные преобразования Фурье Xi, 
1—=]|, 2, ..., @, представленные на рис. 10.5, соответствуют в о0б- 
щем случае системе с взаимно коррелированными входными 
процессами. Процесс на выходе системы У’=Х.- представляет 
собой линейную комбинацию входных процессов: 

q 

y=) H,,X;+-N (10.28) 
i=} 

или после замены индекса суммирования { на ] 

9 

У=У НХ, М. (10.29) 

j=l 

Умножая уравненне (10.29) последовательно ua X*;, Х*ы, 
Х*..› и т. д. И находя математические ожидания, получаем сле- 
дующие уравнения: 

$„=\МН, 5, #1, 9,...,9, (10.30)



Методы решения многомерных задач 259 
  

9 

$:,= У, Н 5; }-1» i= 2, Syesey q, 

j=2 
(10.31) 

9 

Si: ‚2! — = SV Ai Sis-o t= 3, 4G, 

= 

и т. д. до последнего уравнения, имеющего вид 

Soy (q-4! =H ge ag (q-4)"" (10.32) 

Таким образом, 

gy = Sgye(q-t lS gqe (q-1)'» (10.33) 

что совпадает с частотной характеристикой Ёо,, заданной фор- 
мулой (10.23). Частотная характеристика Н:,, соответствующая 
оптимальной системе, находится путем замены xi (f) Ha Xq(t): 

A y= Sint... (i-1)» (+1),..-, (5-12... (:—1), (1+1)..... 0? 

1—1, 2...., 4. (10.34) 
Заметим, что частотные характеристики Н;, заданные форму- 
лой (10.34), содержат гораздо больше членов, чем частотные 
характеристики Г.,, определенные формулой (10.23), так что, 
за исключением случая i=q, когда На,==Гау, вычисление 
функций Ё;, оказывается существепно прощей. 

10.2.3. Соотношения между параметрами 
оптимальных систем 

Получим теперь соотношения между частотными характери- 
стиками Ньу и Г.,, соответствующими оптимальным линейным 
системам. Для этого умножим уравнения (10.29) Ha X* p11, 
где г—{=—<4, и найдем математические ожидания обеих частей 
полученного равенства. Результатом этой операции будет ра- 
венство, определяющее условный (по г—1 предыдущим входам) 
взаимный спектр выходного процесса с 1-м входом: 

бани Х Низ -и-11- (10.35) 
= 

При г=1{ формула (10.35) принимает вид 
9 

Sin g= > FS 55-(-1! (10.36) 
i=i 

П Имеется в виду, что для вычисления Н., по формуле (10.34) нужно 
всегда знать остаточный спектр (или взаимный спектр) {-го входа по всем 
9 — 1 входным процессам, тогда как нахождение [., по формуле (10.23) тре- 
бует знания остаточного спектра (и взаимного спектра) {-го процесса лишь 
по — 1 предыдущим входным процессам. — Прим. перев.



260 Глава 10 
  

Деля это равенство на Зиг: и Учитывая формулы (10.23) и 
(10.24), получаем 

9 

„= У, Lil jy i=], 2,..., 0. (10.37) 

15 

Это равенство задает частотные характеристики Ё:, через Нць. 
И наоборот, удобный способ нахождения частотных характери- 
стик Ни через значения Г., заключается в использовании сле- 
дующих рекуррентных соотношений: 

Ни= Гу, 
9 

Hiy=Ly— SY Lisi #=@—1),(9—2),...1. (10.38) 
{=t+1 

В частности, при 4=4 система уравнений (10.37) записывается 
следующим образом: 

Ly, — Ay LyoHoy + Ly3H3,-+ LisHay, 

Loy = Н-Е ГзН | Гоа Нац» 

(10.39) 
[3у= Нз,-+ Lyf 4, 

Lg, = Нау- 

С другой стороны, из формул (10.38) получаем слелующие ре- 
куррентные соотношения: 

Ay, = Lg, 

A,,= L3,—— LyaHa,, 
(10.40) 

A, = Loy ee LosHay, 

Ay, = Lay [АН „— Ly3f3,,— LigHay. 

Этот пример иллюстрируется рис. 10.7 и 10.8. 
Из формул (10.39) видно, каким образом преобразуются 

условные входные процессы Х1, Ха, Хз: и Ад-я ‚ взятые в ука- 

занном порядке, при прохождении через системы с частотными 
характеристиками Н!,, Ну, Нзи и Нау. (Напомним, что все эти 
характеристики являются функциями частоты.) В частности, 
Х.. не проходит через Нз,, если Ё2з==0, и не проходит через 
На, если [2.=0. Аналогично Хз-2, не проходит через На,, если 
Ё 34а =0
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Рис. 10.7. Определение оптимальных частотных характеристик А, по функ- 
циям Ни, (Схема обобщается на случай произвольного числа искомых ха- 

рактеристик.) 

  

    

  

        

  

  

    

              

  

  Ley —— — Л 

Рис. 10.8. Определение оптимальных частотных характеристик На, по функ- 
циям [1,. (Схема обобщается на случай произвольного числа искомых ха- 

рактеристик.) 

10.3. Вычислительные алгоритмы 

Последовательность вычислений, необходимых для оцепива- 
ния параметров многомерной системы с помощью развитых в 
этой главе методов, сводится к простой итерационной схеме. 
Ее осуществление обычно гораздо проще и требует существенно 
меньше машинного времепи, чем использование традиционного 
матричного способа решения задач, связанных с анализом мно- 
гомерных систем. Кроме того, как будет показано ниже, такой
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подход позволяет получить физически осмысленные результаты. 
Наиболее важные публикации [10.1—10.3] по этому вопросу 
приведены в конце главы. 

10.3.1. Нахождение условных входных процессов 
по исходным процессам 

Вернемся к формуле (10.15): 
Г 

X= ML Xi НЕ Хи. (10.41) 
i=! 

Замена г на г—1 дает 
r—|] 

х,=У, Lj X pcp ty FX joes (10,42) 

| == 

Вычитая зто выражение из (10.41), получаем алгоритм вычис- 
ления условных входных процессов: 

X pep =e X нии ГЕК (10.43) 

Частными случаями уравнения (10.43) являются следующие: 

при г=!: Х;.=А,_ЫХЬь 1=2, 3,... 9-Е 1, 

при r=2: X jog =X jy — Le Xo, 1=3, 4,..., 9-Е Т, (10.44) 

при г—3. X jeg X jp-2i— [33-2 1=4, 5,...› 9-Е 1. 

Наконец, при г=д и |—=49-+1 имеем 

Х (за = (аа L, (gt) а-(а-1". (10.45) 

Заметим, что здесь представлена итеративная процедура вычис- 
ления преобразований Фурье упорядоченных условных процес- 
сов. Эта процедура иллюстрируется рис. 10.9, который может 
быть обобщен на любое число процессов. Из формул (10.44) 
получаем 

Xo.4= Xq— LyX, 

X g.oi= X3.4— LogXo.4= 

= X,— Li3X4— LosX pets 

(10.46) 
Ха.з.= Ха — Газ. 

= Хан — Log X 904 — Lag X 3.01 = 
Аааа Раза 

и т.д. для любого заданного числа входов. Эти уравнения пред- 
ставляют собой алгоритм, который позволяет найти упорядо-
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Рис. 10.9. Вычисление преобразований Фурье упорядоченных условных вход- 
ных процессов. (Схема обобщается на случай произвольного числа входов.) 
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z z 
43 + Azer + me X3.21 

Ly 124 Ln, 

Xx. xr x | x Хз: 
, + 7X51 +N 5-2! + *s 

Lis Lzs 1.35 Lys 

XxX 5 р х xz Ас. ь- 

° * X5-1 + Хс.2' + Я 5.3: + 5-5 

Рис. 10.10. Нахождение упорядоченных условных входных процессов по 
исходным процессам. (Схема обобщается на случай произвольного числа 

входов.)
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Xy xy 

Аз (Е) (=) X3-2¢ 

    

Lis Las L3s5 Las 
+ + + + 

Жи ДЕ Е) “AEP PAE) X5=Y 

Рис. 10.11. Соотношения между преобразованнями Фурьс процессов на вхо- 
де и выходе мпогомерной системы с одним выходным процессом. (Схема 

обобщается на случай произвольного числа входов.) 

ченные условные входные процессы, показанные Ha рис. 10.6, 
по произвольному исходному набору процессов, поступающих 
на вход системы, изображенной на рис. 10.5. На рис. 10.10 по- 
казана схема вычисления для системы с пятью входами, кото- 
рую легко обобщить на случай системы с произвольным чис- 
лом входов. 

Нижний ярус вычислительной схемы, показанной на 
рис. 19.10, можно изменить, вычисляя не Х5.., по формуле 
(10.43), а Хз по формуле (10-41). В частности, для того чтобы 
поменять местами Аз и Х5-4!, достаточно лишь заменить в 
нижнем ярусе знак вычитания на суммирование. Замепив Хь5 
на Уи Х..4, на №, можно считать, что мы имеем дело с систе- 
MOH, на вход которой поступают четыре входных процесса, прн- 
чем функции Lys, [=1, 2, 3, 4, задают оптимальные частотные 
характеристики этой системы. Эти соображения иллюстриру- 
ются рис. 10.11, на котором показана связь между характери- 
стиками системы, на вход которой поступают четыре процесса. 
Все это легко обобщить на случай произвольного числа входов. 

10.3.2. Условные спектральные плотности 

Для вычисления функций условной спектральной плотности 
умножим выражение (10.43) на Х;, найдем математические 
ожидания обеих частей полученного равенства и разделим на 7.
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В результате получим общее рекуррентное соотношение, опреде- 
ляющее условные спектральные плотности: 

О ty (10.47) 

Величины Г[Г,; вычисляются последовательно по формуле (10.51). 
В частности, 

при г=Ё: 5;:4=5,— Шри, i, j= 2,3, ...,g+1, 

при г=2: 5 и=о юра, & f= 3, 4,-.59-+1, (10.48) 

при г=3: 9;;.91=9:2— зювзеь &]=4,5,... 9-1. 

При г=д и {=/=49-1 получаем последний член: 

(а) (9+1) -9' = Soin (944) -(q- 1 L, ОЭ (а) 9. (4-4)"* (10.49) 

Носледовательный характер вычислений условных спектраль- 
ных плотностей по формуле (10.47) иллюстрируется рис. 10.12. 
Этот алгоритм реализован в работе [10.4]. 

Sip Sipe + Sij-3!       

  

    

      

  

      
  

Se 51-4! 

Siy Ly 

Siz-t 22; 

аз | 15. 

554-3! bij       

Рис. 10.12. Вычисление условных спектральных плотностей. (Схема обоб- 
щается на случай произвольного числа входов.) 

Пусть в формуле (10.47) индекс {== р т.е. 

Sippel = Speer ty — lS jet)! (10.50) 

Заменив в формуле (10.24) { на г, получим 

[ии Spr tr~ ty (10.51) 

Таким образом, 

LSet S yr (r— tye (10.52) 

18—561
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Имея в виду эти равенства, можно переписать соотношение 
(10.50) в виде 

5-м = 51;. (г- | Lj | Ser. (r-4)l° (1 0.53) 

Это соотношение представляет собой частный случай равенства 
(10.47), определяющего остаточные спектры. Схема их вычис- 

  

  

  

  

  
    533-2! my |131" 

      

  

|     

2 
544.3! IL,       

J 
Р»ьс. 10.13. Вычисление условных спектров как частный случай алгоритма, 
показанного на рис. 10.12. (Схема обобщается на случай произвольного чис- 

ла входов.) 

ления показана на рис. 10.13. В частности, 

при г=!: 5;;.1=9,—|[4; 23, 1=2, 3,....9-Н1, 

при Г— 2: Зи, 4— | Lj [2 Soot j= 3, 4, ое) g-+1, (10.54) 

при Г—3: Sjj-31= $j j-21—| Ls; |2 533.21 j=4, 9, ео у g-+1 

и т. д. Очевидно, имеют место следующие равенства: 

при ]=2: Soo.y=Syo—J Lap? Sus, 

при 1=3: S39-21=So9-4—] Log [PP Soa, (10.55) 

mpH f==42 Syq.g1=Sgq-21—| Loa |? S33-21 

и т.д. Соотношения (10.55) следуют также из формул (10.46). 
Таким образом, приведенные выше формулы и их частные слу- 
чаи показывают, каким образом можно вычислить оптимальные 
частотные характеристики многомерной линейной системы, за- 
данные выше формулами (10.23) и (10.24). Частный случай 
алгоритма для системы с пятью входными процессами показан 
на рис. 10.14. Заметим, что алгоритм обобщается на случай си-
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Sip —T> ot 

PIL il? 

‘Szz AE pm S27. 

Lisl” 1223 

5 $ z pO S24 oe 

8 + 933-1 + Snes 

— [1.15 lho |? РР Ы 

5 z z z S 44-38 + 944.1 + 44-21 + 44-3! 

[25 [Las |? [235 1? Last? 

5 z —\ Е бб 
‘5 + 554 + 955.2! * 955.3: + т 

Рис. 10.14. Определение упорядоченных условных спектров по спектрам исход- 
ных процессов. (Схема обобщается на случай произвольного числа входов.) 

стемы с произвольным числом входов таким же образом, как 
и для схемы, показанной на рис. 10.10. 

Пользуясь этими формулами, легко показать, что при любых 
г<] и г=4 спектральные плотности $; могут быть представ- 
лены в виде 

Sig УР $а-ачи-Н5ули. (10.56) 
i=l 

При г=д u j=g-+1 имеем 
g 

S (gat) an= >! Г: (ан P Sij-ci—tyt TF Scqaty cqutyeg = (10-57) 
i=l 

ИЛИ 
а 

Syy= > | [у Sia tSan: (10.58) 

i=t 
Эти уравнения представляют спектры в виде упорядоченной ли- 
нейной комбинации остаточных спектров входных процессов. 
Например, при 9=4 имеем 

4 

Зьь== У, | Lis |? Энен ь5-4ъ (10.59) 

i=] 

18°
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51 / 

9221 

  533-21 

        

      

  

5sg-4) 79h 

Рис. 10.15. Соотношения между условными спектрами для модели с четырь- 
мя входными процессами и одним процессом на выходе. (Схема обобщается 

на случай произвольного числа входов.) 

555-1 

Os 2 в | A 555 

555-21 

555-3! 

533-21 L3s 9 95-2 

955-41 

555-3! (x ) 955-31 

Рис. 10.16. Представление системы, показанной на рис. 10.15, набором одно- 
мерных систем. 

ГДе 555=$уу И 555-41 =5,л. Таким образом, как показано на 
рис. 10.15, в случае системы с четырьмя входными процессами, 
спектр 555 представляется пятью слагаемыми. Этот результат 
легко обобщается на случай системы с произвольным числом 
входов. Схема, представленная на рис. 10.15, эквивалентна ком- 
бинации четырех независимых систем с одним процессом на
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входе и одним выходом (рис. 10.16), причем каждый элемент 
системы имеет вполне определенную физическую интерпрета- 
ЦИЮ. 

10.3.3. Функции частной когерентности и спектры шума 

Запишем определения для последовательности фуикций ча- 
стной когерентности, начав для целей сравнения с функции 
обычной когерентности: 

Ри, 1=1,2,.... 0, 

и 1—2, 3,..., 4, 
(10.60). 

Piya = ge i=3,4,...,9q, 

S.. = |2 
Pye! Eye. i=4,5,...,9 

и т.д. В частности, при i=l, 2, .., q HMeeM 

| $1. (1-1 ? . (10.61}. 

Зи. Зи. (11 

  

2 — 

V iy: G-1)1= 

Из формулы (10.23) следует, что 

| Dig FSi 5-41 = P iy G1) yy Gt! (10.62). 

Положим в (10.53) 1=у и г=1. Тогда 

буи уу (чи | Liy р бин. (10.63): 

Подставив выражение (10.62), получим 

Syyit=Syy-G-ty (Г-н). (10.64). 
В частности, 

Sy = (1—7), 

Syy-2t=Syyt (1— P2441) = Sy (1 — "1,) (1 — 15-1), 
(10.65): 

S yy 3! == уу! (1— 1” зи-21) — 

— Syy (1 —P"14) (1 = 72-1) (1 = 12-21) 

и т. д. Положив 1=4, получим, что спектр шума на выходе мно- 
гомерной системы, представленной на рис. 10.5 или 10.6, удов-
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летворяет равенству 

бин == Syy-gi = Syy (1 a Pty) (1 ~ о, -1) «51 — Po ue(g-sys (1 0.66) 

которое показывает, как можно вычислить спектр 5„„ по 9-1 
реализациям, наблюдаемым на входах и выходе системы. 

Согласно формуле (10.65), имеем 

$/> 51 > За 2..2 5 (10.67) yy" yy? (q-4)! 

Функция $,,., представляет условный (остаточный) спектр 
выходного процесса $,,, не зависящий от оптимальных линей- 
ных преобразований всех входов от х:(Г) до х,(Р). Другими 
словами, 5,,.: есть спектр помехи на выходе системы и({), на 
вход которой поступают процессы х,(#), ..., х, (ГР). Таким обра- 
зом, формула (106.67) нллюстрирует тот очевидный из фнизнче- 
ских соображений факт, что спектральная плотность помехи на 
выходе системы убывает по мере роста числа входных процес- 
COB!), 

2S yy?! yysq' 

10.34. Функиия множественной когерентности 

Функция множественной когерентности для показанной на 
рис. 10.5 или 10.6 многомерной модели в принятой выше систе- 
ме обозначений определяется как 

5$, — © 2 —_ —_ пп 
у ye Vg . (10.68) 

yy 

Индекс х соответствует всем входным процессам OT X,(t) TO 
Хо (1). Подставляя сюда выражение (10.66), получаем общее 
соотношение 

УК (1)... VP putas] (10.69) 
показывающее, каким образом можно выразить функцию мно- 
жественной когерентности 12,0, Через функции обычной и част- 
ной когерентности. В частности, 

Py: = 1— [ 1 — и — 1" 

Уи: ==1— [((1— y*4,) (1 — 2-1), (10.70) 

Риз == 1 — [(1— ¥74,) (1 — Paya) (1—2 зи.) 
Если входные процессы не коррелированы друг с другом, то 
соотношение (10.69) сводится к уже известному равенству 

Py: = Pay Prey te EP ay (10.71) 

  

3 Точнее, спектр помехи убывает для каждой системы с фиксированным 
числом входов по мере того, как возрастает число входных процессов, вклю- 
чаемых в анализ. — Прим. перев.
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Когерентная часть спектра выходного процесса задается ра- 
венством 

(10.72) 

Здесь Зу:а1! есть часть спектра выходного процесса и(Ё), линейно 
обусловленная всеми входами от x,(¢) до ха(1), а спектр поме- 
хи на выходе системы имеет вид 

Seq == San = (1—1). (10.73) 
Заметим также, что, заменив у(Ё) на х;:(Ё), можно нолучить 
вместо множественной когерентности 42:9! = -4)а' функцию 
?:—), которая представляет собой множественную когерент- 
ность с процессом х:(Ё), рассматриваемым как выход системы, 
на вход которой поступают процессы ли (2), ..., х;, (7). Величина 
%21:(4—)! не совпадает с функцией множественной когерентности, 
связывающей процесс х;({), рассматриваемый как выход си- 
стемы, со всеми другими 9—1 входами, за исключением х!(Ё). 
Последний случай соответствует системе с 9—1 входным про- 
цессом и выходом и(й =х:(®. 

Соотношение (10.69), определяющее функцию множествен- 
ной когерентности, позволяет по-новому интерпретировать с фи- 
зической точки зрения поведение функции множественной коге- 
рентности в зависимости от частоты, связывая ее с поведением 
на соответствующих частотах функций обычной и частной коге- 
рентности. Меняя порядок нумерации входных процессов, мож- 
но получить различные формулы для одной и той же функции 
множественной когерентности. 

Вместо формул (10.66) и (10.69) можно записать следую- 
щие равенства: 

Sy:x= Бута — Syy— Srn — у: yy* 

q 

Зи у [| (1—1 .-0) (10.74). 

{=1 

9 

У? их=1Ь— [[ (1—1. 4-0). (10.75} 
{=1 

При всех значениях 1=1, 2, ..., 9 имеем 
а 

Па — 72 -а-0) < 1 Тань (10.76) 
i=] 

Следовательно, в соответствии с формулой (10.75) справедливо 
неравенство 

1—2; < 1—1 /-с-0в (10.77) 

откуда следует, что при всех i=], 2, ..., g 

Pox = Py i-ye (10.78)



272 Глава 10 
  

Другими словами, значения функции множественной когерент- 
НОСТИ у. должны быть не меныше значений всех функций 
обычной и частной когерентности, входящих в выражение для 

?и:х (Т.е. уш, убил, оу! и т. Д.). 
Вообще говоря, на любой частоте значения функций обыч- 

ной и частной когерентности могут удовлетворять произвольным 
неравенствам; например, 72, может быть больше, меньше или 
равной \*2,.. Аналогично нет никаких ограничений на соотно- 
шение между \22уа Н 723,2, и т.д. Предположим, однако, что 
выполняется следующая система неравенств: 

7, Zz Poy A Zz зу. =... Poy -(g-t) (10.79) 

С учетом неравенства (10.67) можно показать, что в этом 
случае 

Puy 2 Voy 13 yy-t 2 зу. Зи =... Yay (g-t yay (at) (10.80) 

Эти выражения определяют упорядоченные частные когерент- 
ные спектры выходного сигнала многомерной системы, показан- 
ной на рис. 10.15, и дают еще одну полезную физическую ин- 
терпретацию этой системы. 

10.4. Моделирование спектральной матрицы 

В работе [10.1] описан способ численного моделирования 
линейных систем с заданной матрицей спектральной плотности 

“Si Sie. . о Sig” 

Sy. Sot Soo. ’ 52 (10.81) 

So Si до а — 

Такие модели могут быть использованы также для оценивания 
‚всех условных спектров и функций частной и множественной 
когерентности, перечисленных в разд. 10.3. В данном разделе 
описан метод моделирования. На практике все вычисления про- 
водятся по дискретным аппроксимациям соответствующих фор- 
мул. В соответствин с формулой (10.8) элементы спектральной 
матрицы (10.81) в случае стационарного эргодического случай- 
ного процесса задаются равенствами 

Sij=Sxjxj= (UT) EX AX; &1-=Ь2,...49, (10.89) 
rie X;=X;(/) ecTb npecOpa3zoBpanne Pyppe процесса х;=х;(Ю, 
определенное в соответствии с формулами (10.4). 

В основе метода моделирования лежит предположение, что 
спектральную матрицу’ $,,. можно получить, пропуская после- 

) Точнее, многомерный случайный процесс с заданной спектральной мат- 
‚‘рнцей $хх — Прим. перев.
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  —= 

довательность из 4 взаимно независимых белых шумов и; == 
—:(1), {=1, 2, ..., 4, через соответственным образом подобран- 
ные линейные системы с частотными характеристиками Ajj. 
Матрица частотных характеристик с элементами А; будет в. 
дальнейшем называться А-матрицей. Мы покажем, что элемен- 
ты А-матрицы можно найти через заданные формулами (10.82) 
элементы $5: спектральной матрицы 5х». Каждая частотная ха- 

  

  

        
    en 

we XN 

Рис. 10.17. Моделирование сигнала. (Схема обобщается на случай любого’ 
чнсла процессов.) 

рактеристика А;=Азн({) определяет систему, связывающую 
входной процесс и; с выходом х;, причем индекс входа { пред- 
юшествует индексу выходного процесса |. Соотношения между 
преобразованиями Фурье входных и выходных процессов при 
моделировании системы с четырьмя входами показаны на 
рис. 10.17; здесь W;=W,(f) представляют собой преобразо- 
вания Фурье белых шумов, которые поступают на вход систем 
с частотными характсристиками А;. А-матрица есть верхняя 
треугольная матрица размерности 9Ж(д: 

“Ay Ay Ags... Aig 
O Age Ags. . . Ap 

A — 0 0 АДзз . .. Аз 

g 

(10.83) 
Wx 

-|10 0 0... Aggy 
Элементы ее главной диагонали являются вещественными функ- 

циями, а остальные элементы комплексные и обладают свои- 

CTBOM 

Ay=A,j()=0 при #>]. (10.84) 
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Спектры Зы, взаимно независимых белых шумов задаются 

единичной матрицей Зи, —=1 с элементами 

| при 1=А 
Swope (U/T) Е И АЙ, |= P . 

О при [52 К. 

Таким образом, матрица Зи» содержит единицы на главной ди- 
агонали, а остальные ее элементы равны нулю: 

(10.85) 

-100 0 
0100 

„=! 0 01...01. (10.86) 

000. ..1.     
Входящие в формулу (10.85) преобразования Фурье №; (Г) бе- 
лых шумов №:(Ё), соответствующие такой матрице, имеют вид 

WaT, i=, 2,...,9. (10.87) 
При каждом значении ри { фазовые углы а:({Г) представляют 
собой случайные величины, распределенные равномерно в ин- 
тервале от 0 до 2м. 

При 4 входных процессах %:(ё) и 9 выходных процессах 
х:(1) зависимость между соответствующими преобразованиями 
Фурье может быть представлена в матричной форме: 

А Ан 0 0... ОГУ, 

Xo Algo Aloo 0 . 0 У. 

X, |=| Ais Ans Ags... 0 || Ws (10.88) 
, 

            _ Xq _ Ay Ао. As, . ое Ао. _ и. _ 

что эквивалентно следующей системе алгебраических урав- 
нений: 

t 

X,= У Аы\ь, i=1,2,...,9. (10.89) 
k=] 

Полагая 1=1, 2, 3, 4, получим схему, изображенную Ha 
рис. 10.17: 

X,=AyW,, 

Xo А -- АМ ’ 

x 3— Аз. А.Р Аз», 

Ха=Ад И, РАЗУ, АУ, Аи. 

(10,90)
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прин» 

10.4.1. Вычисление элементов системы 

Из соотношений (10.85) и (10.89) следуют формулы 

i 

= У АА», 1, ] = 1,2, ..., 9; |2 

k=] 

(10.91) 
t 

$н= У Ani P, i=1,2,..., q. ii 

kel 

Решения этих систем относительно частотных характеристик 
Ак, А;; имеют вид 

Ан=[бн|”, Ар=$у.а-юнАн. (10.92) 

Таким образом, между элементами Ан системы, определенной 
формулами (10.92), и элементами Ёи системы, определенной 
формулами (10.24), существует следующая простая зависи- 
MOCTB: 

Этот результат показывает, каким образом связаны друг с 
другом характеристики, нспользуемые при решении задачи ана- 
лиза многомерной системы (разд. 10.3) и моделировании матриц 
спектральной плотности. Обе задачи могут решаться при по- 
мощи одних и тех же алгоритмов, что указывает на весьма тес- 
ную аналогию между этими двумя типами инженерных приме- 

нений. 

10.4.2. Вычисление условных характеристик 

При любых значениях г<; и ]-—1 условные спектральные 
плотности вычисляются по формулам 

Sin ¥ Ani* Ans. (10.94) 
k=r+] 

Функции частной когерентности, связывающие процессы х: ни 
х; при |1 задаются равенствами 

ини =|Аз Му -а-юр (10.95) 
где 

j 

Si5.¢-1= У | Ав; [?. (10.96) 

k={



276 Глава 10 

При |—2 функция множественной когерентности имеет вид 

Уи ==1-—| А; у» (10.97) 
где 

| Ay; P= Sy). 7-45) (10.98) 

есть спектр шума в выходном процессе х;, не связанный с жи, ... 
ь... Х1-4. Наконец, из соотношений 

Sy= SA P= УР Sip. “(1-4), (10.99) 

a — 

следует, что величины |Аз|? определяют спектры не коррелиро- 
ванных между собой выходных процессов в многомерной систе- 
ме с упорядоченными входами, как показано, например, на 
рис. 10.15 для случая |=5. 
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Глава 1] 

ТОЧНОСТЬ ОЦЕНИВАНИЯ СТАТИСТИЧЕСКИХ 

ХАРАКТЕРИСТИК 

В этой главе рассматриваются ошибки оценок статистиче- 
ских характеристик случайных процессов. Предполагается, что 
обрабатываемые данные представляют собой реализации ста- 
ционарных эргодических или псреходных процессов и анализ 
производится на цифровой ЭВМ. Полученные результаты ка- 
саются оценок различных зависящих от частоты характеристик 
линейных систем с одним или несколькими входными процесса- 
ми. К ним относятся спектральные и взаимпые спектральные 
плотности, функции обычной, частной и множественной коге- 
рентности, когерентный спектр выходного процесса, оптималь- 
ные амплитудная и фазовая характеристики и другие связанные 
с ними функции. 

Точность выборочных оценок параметров описывается си- 
стематическими и случайными ошибками, которые были опреде- 

лены выше (разд. 2.4.1} путем рассмотрения ансамбля оценок ф 
неизвестного параметра ф. Согласно формулам (2.38), норми- 
рованные систематическая = и случайная в, ошибки задаются 
формулами 

в, (6) =6 ФФ, =, (©) =0 ФФ, (11.1) 
причем требуется, чтобы истинное значение параметра ф было 
отлично от нуля. Если смещение ь оценки ф пренебрежимо 
мало, а ее случайная ошибка в, невелика, то с вероятностью 
примерно 95% нстинное значение ф заключено в интервале 

Ф(1— 26) < ф< Ф(1-- 2). (11.2) 
При малом значении е, распределение оценки ф стремится к 
нормальному (гауссовому), поэтому формула (11.1} остается в 
общем справедливой даже в том случае, когда истинное рас- 
пределение оценки задается Р-распределением, х?-распределе- 
нием ‘или любым другим законом, существенно отличным от 
нормального. 

Если ошибка в, мала, то, положив 

9—2 (1 + 2), (11.3)
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получаем 

ф==ф(1 = 2.) ФП (&,/2)], (11.4) 

откуда вытекает следующая полезная формула: 

e, 1G" == 2, [$]. (11.5) 
Другими словами, случайная ошибка квадрата оценки ф? при- 

мерно равна удвоенной случайной ошибке оценки ф. Ниже рас- 
сматриваются смещение и случайная ошибка оценок спектраль- 
ной плотности и связанных с ней характеристик. 

Для удобства физической интерпретации результатов приво- 
димые ниже формулы содержат односторонние спектры С({Г), а 

не двусторонние спектральные плотности $ (Г) (разд. 3.2). Все 
формулы для нормированных систематической и случайной 
ошибок в равной мере справедливы для оценок, содержащих 
как односторонние, так и двусторонние спектральные плотности. 

11.1. Оценки спектральной плотности 

Рассмотрим реализацию х(?), принадлежащую стационарно- 

му эргодическому случайному процессу {х(1)}. Оценка С»»({) 
спектральной плотности С»„»„(Ё) есть оценка среднего квадрата 
х2(Ё) компонент процесса, принадлежащих интервалу частот от 
j—(Be/2) no Е (В./2), который отнесен к ширине интервала В.. 
Величину Вене следует смешивать с полной шириной спектра В. 
Ширина частотного интервала В, эквивалентна разрешению по 
частоте А/=1/Т при численном оценивании спектральной плот- 
ности (см. разд. 3.4.2). Оценка спектральной плотности имеет вид 

G,, =." (f, B)/Bes (11.6) 

где 1р2.(], Ве) есть оценка среднего квадрата значений x(t) в 
интервале частот шириной В., симметричном относительно ча- 
стоты {. Эта оценка среднего значения квадрата получается по 
всей реализации длиной Тобщ==ИЙаГ. Если оценка спектра вычис- 
ляется по формуле (3.89), то равенство (11.6) эквивалентно 
равенству 

G,, (f)=(2/T) E[| X (fF, T) Fl, (11.7) 

где Х(Г, Г) есть финитное преобразование Фурье реализации 
х({), взятое на интервале 0=1=Т, а Е[ ] означает усредне- 
ние по ансамблю из Па оценок, каждая из которых получена 
для отрезка реализации длиной Т. Оценки отстоят друг от 
друга по частоте на величину Ве-
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11.1.1. Систематические ошибки 

Как показано в работе [11.1], оценка С»»(Г) является сме- 
щенной, причем в первом приближении величина смещения за- 
дается формулой 

(С, ‚ (1 == (В,2/24) 6”, (1, (11.8) 

где С”,„(Г) есть вторая производная функция С»„({) по часто- 
те. Понятно, что смещение будет велико на частотах, при кото- 
рых спектральная плотность содержит острые максимумы. Нор- 
мированная систематическая ошибка задается формулой 

r Ве? С’ хх 
== (С. (01 = —5 | ey | (11.9) 

Рассмотрим систему с одной степенью свободы, например 
описываемую формулой (1.54) механическую систему с силой 
на входе и смещением массы на выходе. Ее частотная характе- 
ристика имеет вид 

  _ | 
И = пля: (11.10) 

где Е — коэффициент затухания, а [м — частота свободных ко- 
лебаний. Если на вход системы поступает белый шум с посто- 
янной спектральной плотностью С,»ь( =К, то спектр выход- 
ного процесса определяется формулой 

К/Е? 6..)=|H OP Gu A=Top TET: (IID   

Эта формула относится к вполне реальному случаю ограничен- 
ного по частоте белого шума на входе системы: спектральная 
плотность Си (Г) =К при Ор =—{5Р, причем «р. <Р. Сиек- 
тральная плотность процесса на выходе этой системы имеет 
максимум на резонансной частоте р, величина которого опреде- 
ляется формулой 

К 
С, (|) = не Е5, (11.12) 

где 

=! И1—2: приз < 0,50. (11.13) 

Очевидно, что при 5?<] имеем р] и 

GF) = Ge Fn) = KARE. (11.14) 

В дальнейшем мы будем полагать :2<1; это соответствует 
спектру с острым максимумом. Такое предположение делается
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как для упрощения выкладок, так и потому, что случай 821 
имеет большое практическое значение. 

При этом условии производная (”„„(]) в точке }=Ь и ее 
OTHOWeHHe K Gxx(fr) имеют вид 

” —K GC" xx (fr —2 
С" их (') = зар, о ==. (11.15) 

При 2<1 ширина 8, полосы пропускания по уровню половин- 
ной энергии, симметричной относительно ]и, есть 

В.Р, (11.16) 
так что 

G" «x (Fr) ~ —8 (11.17) 

Grex (fr) «BP 

Подставляя это приближенное равенство в (11.9), получаем 

в, [б.„ (Г) = —"Vy (B,/B,)?. (11.18) 

Этот простой, но практически важный результат, представ- 
ленпый в графическом виде на рис. 11.1, служит мерой отрица- 
тельного смещения оценки спектральной плотности на резо- 
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Рис. 11.1. Нормировапная систематическая ошибка оценки спектра. 

нансных частотах, причем величина смещения является функ- 
цией безразмерного параметра В„/В;. Легко видеть, что если 
можно обеспечить достаточно высокую разрешающую способ- 
ность, так что, например, В.=0,25 В,„, то величина смещения 
оказывается пренебрежимо малой (55^—2,1). При В.=0,50 
В; смещение =,2—8,3%, что, по-видимому, находится еще в 
пределах допустимых значений. Наконец, при В. ^ В, смещение 
превышает 30%, что, как правило, уже неприемлемо,
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11.1.2. Случайные ошибки 

Как показано в работе [11.1|, оценка С»»х(Г) спектральной 
плотности С‚х(Г) обладает дисперсией 

Уаг [С (11 == 0*,, (/В,Т общ, (11.19) 

где Тобщ=ИаГ есть общая длина реализации х(!). Эта форму- 
ла получена в предположении, что в пределах частотных интер- 
валов шириной В. спектр процесса х(Г) ведет себя как спектр 
ограниченного по частоте нормального белого шума; при доста- 
точно малой величине В. такое допущение вполне приемлемо. 

Этот же результат получен независимо в работе [11.2] для 
числовой оценки спектральной плотностн, вычисленной по фор- 
муле (11.7). Соответствующая формула имеет вид 

Var (Gy, (f= Gey (Pitta (11.20) 
она получена в предположении, что в пределах частотных нн- 
тервалов шириной Д{ процесс х({) ведет себя как ограниченный 
по частоте нормальный белый шум. Поскольку Ве=А==Т и 
Гобщ=П@АТ, очевидно, что ВеГобщ=Па. Таким образом, формулы 
(11.19) и (11.20) задают одну и ту же величину при аналого- 
вом и численном способах оценивания спектра. 

В работе [11.2] получена также формула для дисперсии 

оценки |С„,(Р| модуля |С.,(Р| взаимной спектральной плот- 
ности при вычисленни ее по па парам отрезков реализаций х({) 
и и(Ё), каждая из которых имеет общую длину Товщ==ПаГ. При 
этом предполагается, что обе реализации принадлежат процес- 
сам, спектры которых в пределах интервалов А/=1/Т можно 
считать примерно постоянными, а х({) и у(Р) имеют двумерное 
нормальное распределение. При этих условиях формула для 
дисперсии оценки спектральной плотности имеет вид 

Var [| б„, (11=-1б ФР (11.21) 
ку 12 хи (№ па ' 

где у2.,({) есть функция когерентности, связывающая x(t) и 
у(Ё). Заметим, что при х(7) =у(Р) формула (11.21) ncpexo- 
дит в (11.20). 

Из сопоставления формул (11.18) и (11.20) видно, что к 
разрешающей способности спектра А}=В. предъявляются про- 
тиворечащие друг другу требования: систематическая ошибка 
уменьшается с уменьшением величины Др, тогда как случайная 
ошибка уменьшается с ростом 4{. Последнее утверждение спра- 
ведливо, так как при фиксированной общей длине реализации 
Тобщ величина па=АТобщ прямо пропорциональна разрешающей 
способности Af. 

19--561
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Согласно формулам (11.20) и (11.21), нормированные слу- 
чайные ошибки оценок спектра и модуля взаимной спектральной 
плотности задаются формулами 

1 

  

G., (= И. e, [G,, (/)] Van (11.22) 

| 6,, () |] =——— (11.23) 
| ухи (©) | У па 

где |уху(Г)| есть положительный квадратный корень из %2.,(Р. 
Очевидно, что на всех частотах справедливо неравенство 

в, [С хх (fF) 1<er[ | Gxy (fF) |, причем равенство достигается только 

020 

  

  Е вла ; Ц 
  

LO 100 200. 500 1000 2000 5000 10000 

Рис. 11.2. Нормированная случайная ошибка оценок спектральной плотности 
и модуля взаимной спектральной плотности. 

при у?х, (Г) =1. Формула (11.22) является частным случаем 
формулы (11.23) при %2.. (Г) =1,0 на всех частотах. В отличие 
от ошибки оценки модуля взаимной спектральной плотности 
|Схи (1) | случайная ошибка спектра С.х(Р) не зависит от ча- 
стоты. Формулы (11.22) и (11.23) представлены в графической 
форме на рис. 11.2 для различных значений функции когерент- 
ности \",, (Г) и числа усреднений Па. 

Формулы (11.18) и (11.22) служат основой для выбора па- 
раметров при оцениваиии спектральной плотности Gyx(f). Myers, 
например, нужно получить оценку спектра случайных вибра- 
ций нехоторого сооружения так, чтобы нормированная система- 
тическая ошибка в» была не более 0,10. При этом известно, что 
наименьшая резонансная частота в,==20 Гц, а коэффициент за- 
тухания & равен примерно 0,05. Задача заключается в выборе 
разрешения по частоте, числа усреднений и полной длины реа- 
лизации. 

Для паименьшей резопаисной частоты +=20 Гц и &=0,05
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ширина полосы пропускания по уровню половинной энергии 
есть В‚ 22], =2 Гц. Из формулы (11.18) находим, что для 
обеспечения систематической ошибки вь^0,02 следует принять 
разрешепие по частоте В.=0,50 Гц. При этом длина отрезков, 
по которым будут получаться отдельные оценки, составит 
Т=1/В.=2 с. Из формулы (11.22) следует, что при в, =0,10 
число таких оценок ий. =100, так что общая длина реализации 
Тов = tal =200 С. 

Предположим теперь, что возмущение х(Г), действующее на 
сооружение, представляет собой широкополосный шум, а на вы- 
ходе генерируется процесс иу(Г) с узким спектром, который оце- 
нивается таким же образом, как и в приведенном выше приме- 
ре. Вероятное значение функции когерентности на резонансной 
частоте |,=20 Гц есть %2.,(7,) =0,70. Какими должны быть 
число усреднений и общая длина реализации каждого из про- 
цессов x(f), y(t) для того, чтобы нормированная случайная 

ошибка е, [| Схи([)[] не превышала 0,10? Какой величины до- 
стигает нормированная систематическая ошибка вь [| С» (Р [] 
при указаниом выше разрешении по частоте Ве. =0,50 Гц? 

Ответ на второй вопрос не изменяется: разрешающая спо- 
собность В.—=0,25 В, обеспечивает нормированную систематиче- 
скую ошибку вь, равную примерно 0,02. Что же касается пер- 
вого вопроса, то ответ на него дается с помощью формулы 
(11.23). При =,=0,10 имеем п.=100/у2.,. Таким образом, при 
у2«,=0,70, как это принято выше, Из=143, и общая длина реа- 
лнзации должна теперь составлять не 200 с, а 286 с. 

11.2. Одномерная линейная система 

Рассмотрим простейшую систему, имеющую один процесс на 
входе и один процесс на выходе (рис. 11.3). Пусть х({) — изме- 
ренный входной сигнал (предполагается, что он не содержит 

п (2) 

ry (f t x(t) Низ (1) = y(t) 

Вис. 11.3. Система с одним входным процессом и одним процессом на вы- 
ходе. 

помехи); и(2) =о(В--п(1) — измеренный сигнал на выходе си- 
стемы; v(t) — сигнал на выходе фильтра с частотной харак- 
теристикой Н»и(!); п(Ё) — помеха на выходе системы; Нхи(Р — 
частотная характеристика оптимальной линейной системы с по- 
стоянными параметрами, связывающей и(Ё сх(®. 

19°
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11.2.1. Общие соображения 

Предположим, что анализ осуществляется на основе только 
двух реализаций х(Ё) и и({), каждая из которых с достаточной 
полнотой описывает соответствующий стационарный или пере- 
ходный случайный процесс с нулевым средним значецием. До- 
пущение об отсутствии помех в измерениях входного процесса 
х(Р) является вполне приемлемым в реальной ситуации, когда 
исследователь может контролировать измерения. Однако для 
выходного процесса дело обстоит иначе, поскольку измерения 
у(Г) помимо вклада заданного входного процесса х(Ё) могут 
содержать компоненты, обусловленные другнми известными 
или неизвестными возмущениями, действующими на входе си- 
стемы. Все эти компоненты, а также нелинейные эффекты и 
другие возмущения, которые ведут к тому, что процесс и(Г) не 
совпадает с 9(Г) — результатом прохождения х(Ё) через систе- 
му с частотной характеристикой Н‚,(, включены в помеху 
п(1) на выходе системы. 

Как было показапо в разд. 5.1, оцеика оптимальной частот- 
ной характеристики такой липейной системы имеет вид 

By (p=, (11.24) 
~ _ (хх (1) 

re Gxx(f) u Gsy(f) — оценки спектральной плотности входного 
процесса и взаимного спектра входа и выхода. Обычная функ- 
ция когерентности оценивается по формуле 

A 2 

(ри ФЕ (11.25) 
Grx (f) Суу (1) 

roe Gy,(f) — ouleHKa спектральной плотности выходного сиг- 
нала. _ 

Прн вычислении оценок Сх,(), Нхь(Р) и у, (Р иеобходимо 
располагать измерениями х(Г) и 9([), выполненными в одном 
масштабе времени, и вводить поправку на время распростране- 
ния 11, вызывающее сдвиг по времени между реализациями 
x(t) и и(Г); в этой поправке нет необходимости, если запазды- 
вание т, пренебрежимо мало по сравнению с длиной 7 отрезков 
реализации, по которым затем выполняется усреднение оценок. 

Пусть х(=х( ‘при 9 << Т, (11.26) 

0 | | y(t)= произвольна mph O<Si<t, (11.27) 

x(f—t,) при т <ЕЁ<Т. 

Тогда оценка Ю,,(т) взаимной ковариационпой функции в пер- 
вом приближении имеет вид 

В (2) = т Rey (Ds _ (11.28)
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откуда следует, что Ах,(т) есть смещенная оценка Юху(т). Та- 
ким образом, 

G,, (f) = ( 1— G., (A); (11.29) 

На 2=( 7 H,, (f), (11.30) 

= (1—7) т. (11.31) 

Величина смещения оценки %2,,(Г) при различных значениях 
т1/ГТ показана в табл. 11.1. Чтобы избавиться от этой система- 
тической ошибки, реализацию и({) нужно сдвинуть по времени 
относительно х(Ё) на величину, равную т:, так, чтобы х(Ё и 
у(Г) совпадали по времени. Проблемы, связанпые с систематн- 
ческими ошибками оценок при наличии сдвигов по времени, об- 
суждаются в работе [11.3]. 

Запишем частотную характеристику Н,,(?) в полярных коор- 
Динатах: 

5 я. —, {1 Я = (Ве 9”. (11.32) 
Здесь | Hay (f)| u фхи(Г) оценки амплитудной и фазовой характе- 
ристик соответственно. 

Функция Oxy (f) есть фаза оценки взаимного спектра С», (Г); 
будем считать, что такую же фазу имеет и функция yxy (f). Ana 
системы, показанной на рис. 11.3, имеем 

Gn =| Hay A) Gx I= Fea Gy (A> (11.33) 
С (= — 7", (A G,, (/)- (11.34) 

Функция С, (Г), называемая оценкой когерентного спектра вы- 
ходного процесса, определяется путем вычислений, а не по 
данным измерений. По измерениям выходного процесса вычис- 
ляется функция | 

@„(=б„, f+ Gan (A): (11.35) 
. Таблица 11.1 

Зависимость '?ху от т/Т 
  

t/T 0,0 | 0,10 | 0,20 

  

0,30 | 0,40 | 0,50 | 0,60 | 0,70 
  

          Ри, | 1,00 | 0,81 о | 0,49 | 0,36 | 0,25 | 0,16 | 0,09 
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Согласно формуле (5.22), оптимальной частотной характери- 
стике Н»,({) соответствуют некоррелированные (некогерентные) 
процессы 9(1) ип([), так что 

Gin = E [G,, (f=. (11.36) 
3necb Gon(f) ecrb OUCHKA B3aHMHOFO спектра, истинное значение 

которого равно С.„(Г). Заметим, что все оценки Hyy, Yexy, Gov 
и С»„ определяются на основе простых алгебраических соотно- 

шений по исходным оценкам С..», Су, и С», которые вычисля- 
ются по данным наблюдений. 

Из формулы (11.33) следует, что 

Я би G 
| Hy P=] an =P OG ae (11.37) 

хх 

где, согласно соотношению (11.24), 

д G, 

Ay () |= ee OL, (11.38) 
Gyx (f) 

Это соотношение определяет правильный способ оцепивания 
амплитудной характеристики. Вычисление по формуле 

^ I 

5 Gyy (f) |" H,, =| 11.39 Fay Dla | Ge (11.39) 
содержащей только оценки спектров, дает худшие результаты. 
Ошибки, получаемые при использовании этого способа, рассмот- 
рены в разд. 11.3.4. 

Из формул (11.33) и (11.34) следует, что 

  

Goo (F) — Pxy (f) (11.40) Gan (f) 1’ | 
ge Seat IG an (11.41)   

I+ [Gyu (fV/Grn (A) 

Таким образом, оценка yxy (f) является функцией отношения 

сигнала к шуму С»(/С„ (ТР. Соответствующая зависимость 
показана в табл. 

. . Таблица 11.2 

Зависимость ?xy от Gyv/Gna 
  

[Gor/Gan] | 0,11 | 0,25 | 0,43 | 0,67 о 1,50 | 2,33 | 4,00 9,00 
  
  

0,90           у 0,10 | 0,20 | 0,30 | 0,40 0,0 | 0,60 | 0,70 | 0,80 
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11.2.2. Сводка формул для случайных ошибок 

В табл. 11.3 приведены рекомендуемые для практического 
использования формулы для случайных ошибок оценок, вычис- 
ляемых для параметров модели с одпим входом и одним вы- 
ходом, показанной на рнс. 11.3. Величина |», ({)| в табл. 11.3 
есть положительное значение корня квадратного из 12», (}). За- 
метим, что случайные ошибки оценок основных параметров — 

спектральных плотностей С»„(РН и С,,(Р — зависят только OT 
числа неперекрывающихся отрезков реализации па, по кото- 
рым получают усредненную оценку. В случае более сложных 
характеристик случайная ошибка зависит также и от значе- 
ния ^?.,([), причем величииа ее уменьшается с ростом па и по 
мерс приближения ^)2,,(7) к единице. 

Таблица 11.3 

Случайные ошибки оценок для системы с одним входным 
и одним выходным процессами 
  

  

  

  

  

    

Оценка Случайная ошибка оценки #, 

a a 1 
Gxxlf), Gyy(f) УЕ 

a _ I 

| ay (P| (О ГИ a 
> V20— yy (f)] 
Val) ley) Vig 
ae (2— yr ( fF]? 

Gyo = Pxy(f) Gy, (Ff) | Ух (ТУ па 

2 {it — vey (fT? 

ee [val D | V 2g 
  

При практическом примененни этих формул неизвестное ис- 
тинное значение функции когерентности y*xy(f) заменяется 

оценкой 12; ({), вычисленной по формуле (11.25). Такой подход 
позволяет получить правильные значения случайной ошибки 
е‚, КОГДа она достаточно мала (скажем, г,<0,20), и 95%-ного 
доверительного интервала по формуле (11.2). 

Для простоты величина в, будет в дальнейшем обозначать- 
ся буквой г. Приведенные в табл. 11.3 формулы для случайных
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ошибок оценок удовлетворяют следующим неравенствам: 

=[С, (1 < 26, (1 < =[С„(Р] при всех f, (11.42) 
ИЯ (1 <=16., (|1 при всех р, (11.43) 

ely (I< el lA ()[1 apt Pry (>a = (11.44) 
ef] A A1< e(Gy (Al npn yy, f) > Vs (11.45) 
ely, (Al < eG, (f] при \?„(Р > Ч. (11.46) 

Доказательства этих и ряда других формул, приведенных в дан- 
ной главе, можно найти в работах [11.1, 11.2]; заметим, что 
болышинство формул получается очень просто. 

11.2.3. Оценки обычной функции когерентности 

Если оценки спектральной и взаимной спектральной плот- 
ностей вычислены путем усреднения оценок, полученных по 
па неперекрывающимся отрезкам исходных реализаций, то слу- 
чайная ошибка оценки функции когерентности имеет вид 

  

Aye — ¥ 2U1 — P*xy (A) 11.47 

[Pay Ivey AIWna ~ (11.87 
Это уравнение представлено в графической форме на рис. 11.4 
для различных значений истинной функции когерентности 

  020 

010 [- 

QOS 
= L 

0,03 

0,02         007 ] али а 1 ' 1 Lit 

20 50 100 26 900 1000 200 599 10000 

Па 
Рис. [1.4. Нормировапиая случайная ошибка оценки функции когерентности. 

\?хи (Г) и числа усреднений па. В табл. 11.4 приведены значения 
хи (Г) и Па, при которых получается случайная ошибка 

в? (Р] =0,10.
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Таблица 114 

Значения \2х,(Г) и па, при которых =[\?„,(])] =0,10 
  

у? (Г) | 0,20 0,30 0,40 0, 50 0,60 0,70 0, 80 

  

па 16 

    

640 327 180 100 | 54 26           
  

Из приведенных результатов следует, что при достаточно 
больших значениях функции истинной когерентности ‘yxy ee 

оценки ху могут оказаться более точными, чем оценки спектра 

и взаимного спектра, по которым вычисляется величина \?;ь. 
Так, при y’xy=0,80 и па=100 имеем случайные ошибки 

e[GexJ=e[Gy,]=0,10 u e{ | Gry {J~0,11, тогда Kak eéfy?xy}~0,03. 

11.2.4. Оценки когерентного спектра выходного 
процесса 

Если оценки спектральной и взаимной спектральной плотно- 
стей вычислены путем усреднения оценок, полученных по Па не- 
перекрывающимся отрезкам исходных реализаций, то случай- 

  

1 

20 
дай re —-1 fk Ltt . 

500 1000 2000 5 10000 

Па 
Рис. 11.5, Нормированная случайная ошибка оценки когерентного спектра 

выходного процесса. 

ная ошибка оценки когерентного спектра выходного процесса 

имеет вид 

  А [2 — 92», (Пр 
2 Goo = J —. 1 1.48 

0) { Pry | У па 

Заметим, что =г[бь(]7—=[б,(Р1=НУма при всех № причем 
равенство достигается только в случае, когда 52, (Г) =1. Соот-
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Tabauya 34.6 

Suauenwa y2xy(f) Ho na, MpH KOTOpBIX E[ Guz (f)]=0,10 
  

yxy(f) | 0,20 | 0,30 | 0,40 0,50 | 0,60 | 0,70 | 0,80 0,60 | 1,00 
    

  

  

400 100       Па 900 | 567 

    

300 234 | 186 156 123 

  

    

ношение (11.48) представлено в графической форме на рис. 11.5 
для различных значений истинной фупкции когерентности 
2х, (Г) и числа усреднений па. В табл. 11.5 приведены значения 
\2,,(ГН и ma, При которых получается случайная ошибка 

e [Gov (F)] =0,10. 

11.2.5. Оценки общего уровня энергии 

Общий уровень энергии (среднее значение квадрата выход- 
ного процесса) определястся по оценке спектра процесса на вны- 

ходе системы С,,(Г) соотношением 
г 

P= |G, 0d=R4-¥;,; (11.49) 
0 

здесь ‹ — частота Найквиста, т. е. fe=1/2Af=(N/2)Af, rae 
АР=ИТ и Т=МАЕ. Оценка общего уровня энергии, обусловлен- 

ной когерентным спектром выхода С.ь(} =, (Г) Су, (Г), имеет 
Вид 

I, Fe 

P= |G. d= (Pay D Gy (0 af. (11.50) 
0 0 

OueBHAHO, 4TO jp?» <y?,, MPHYEM равенство достигается только в 

случае, когда 2... ({) =1 при всех f. 
Заменив В.=А} на |‹, так что заданное формулой (11.20) 

число усреднений па=В.Говщ становится равным fMgq(fc/Af) = 
=ng(N/2), получаем (но лишь как самое первое приближение) 

“ в [С 2 
& [42] = = би (01 — У (11.51) 

V N/2 V Nng 

Этот результат не является точным, потому что нет оснований 
ожидать, что во всем диапазоне частот от 0 до [‹ процесс ведет 
себя как ограниченпый по частоте гауссовский белый шум. Ана- 
логично 

  

ЕП ee (11.52)
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где черта обозначает усреднение по частоте в интервале от 0 
до к. При любом значении } имеем 

 [б.„ (1 > e1G,, (Al, (11.53) 
так что 

[$] > =. (11.54 
Для иллюстрации формул (11.51) и (11.52) предположим, 

что =[С,(Р]]=8%, =[бь(р]=16% и М=128. Тогда 
#[12,]=1%'и =[?.| 224$. Таким образом, при достаточио 
большом объеме выборки № оценка общего уровня энергии ока- 
зывается сравнительно точной даже при относительно больших 
ошибках оценок спектра и когерентного спектра выходного про- 

цесса. 

11.3. Оценки частотных характеристик 

При вычислении частотной характеристики (передаточной 
функции) оценки амплитудной и фазовой характеристик сле- 
дует находить с помощью формулы (11.24), содержащей оцен- 
ку взаимной спектральной плотности. 

1].3.]1. Систематические ошибки 

В случае системы с одним входным и одним выходным про- 
цессами оценки частотной характеристики, полученные по фор- 
муле (11.24), будут, как правило, смещены. Ниже перечислены 
источинки систематических ошибок этих оценок. 

1. Смещение из-за запаздывания в системе. 
2. Наличие нелипейных эффектов и (или) зависимость па- 

раметров системы от времени. 
°_ 9. Смещение оценок спектральной и взаимной спектральной 
плотности, по которым вычисляются частотные характеристики. 

4. Ошибки измерения входного процесса. Как следует из 
формулы (11.24), наличие некоррелированной помехи на выхо- 
де системы не приводит к появлению систематической ошибки. 

5. Наличие других входных процессов, коррелированных с 
измеренным входным процессом. Если другие процессы не кор- 
релированы с данным, то их можно рассматривать как адди- 
тивную помеху на выходе системы, так что их присутствие не 
ведет к появлению систематической ошибки. 

Эти вопросы рассматривались в разд. 4.2, 5.2 и 9.2. 

11.3.2. Оценки амплитидной характеристики 

Если оценки спектральной и взаимной спектральной плотно- 
стей вычислены путем усреднения оценок, полученных по Na 
неперекрывающимся отрезкам исходных реализаций, то слу-
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чайная ошибка оценкн амплитудной характеристики имеет вид 

  

H _ [l— Y?xy (РУ: . 11.55 
e[ | ху ОП [ху (ВГУ 2ла ( ) 

Это равенство представлено в графической форме на рис. 11.6 
для различпых зпачений истинной функции когерентности 
2х, (Г) и числа усреднений па. В табл. 11.6 приведены значения 

0,20   

0,10 | 

0,02 

  

    
  

1 41 purl 1 4 1— ал 4 | 

170 50 10 1700 50 100 8 58 00 
па 

Рис. 11.6. Нормнрованная случайная ошибка оцеипки амплитудной характе- 
ристики. 

2. (Г) и па, при которых получается оценка амплитудной ха- 

рактеристики со случайной ошибкой =[|Н„„ (Г) |]=0,10. Из 
табл. 11.6 видно, что, как и в случае оценивания функции коге- 
рентности (табл. 11.4), при достаточно больших значениях \2хи 
оценка амплитудной характеристики обладает меньшей 
случайной ошибкой, чем оценки спектральной и взаимной 
спектральной плотностей, no которым она ВЫЧИС- 

ленка. Например, при \2.,=0,80 и из=100 имеем e[ Gx] =0,10 
H e[| Gey] ]=0,11, rorga KaK e[| Hxy|] = 0,035. 

. Таблица 11.6 

Значения у2х,({) и па, при которых &[]Н»,(Р ]=0,10 
  

У? хи (Г) | 0,20 
  

0,30 0,40 0,50 0,60 | 0,70 0,80 

  

па 200 117 75 50 34 22 13           

    

  
  

Согласно формуле (11.5), нормированная случайная ошиб- 
ка оценки квадрата амплитудной характеристики = [|Нхи (Г) |?], 
т.е. квадрата выражения (11.38), имеет вид 

= Я, (В 1 = 2e1| Ay ALL (11.56)
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так что после подстановки сюда (11.55) имеем 

Г. У2 11 — (и Ay Gf) Pls a, (11.57 = [| „ПЕ [ху (В [Ул . ) 

Этот результат полезно сопоставить с приводимой в разд. 11.3.4 
формулой для случайной ошибки оценки амплитудной характе- 
ристики, полученной только по оценкам спектров входного и 
выходного процессов. 

  

11.3.3. Оценки фазовой характеристики 

Дальнейшие результаты для оценки ф»х,({Г) фазовой харак- 
теристики ф., (Г) можно получить, если иметь в виду, что при 

малой величине =[|Нх({)[] ошибка Аф»,(Г) оценки фазовой 
характеристики, выраженная в раднанах, удовлетворяет в пер- 
вом приближении равенству 

А, (да А) =- Ea ~el|Ay (i. (11.58) 
xy 

Эту формулу можно получить из геометрических соображений с 
помощью графического представления доверительной области 

А 

  

= OO ны) 
Е и S и H(f) 

& “ 

= г 

= м9 <\ 
= 5 cil 

7 и 

27 g(t}   
Действительная часть Н(Р) 

Рис. 11.7. Доверительная область для оценки частотной характеристики. 

для оценки частотной характеристнки (рнс. 11.7). Оценка Я 
частотной характеристики служит центром окружности, внутри 
которой находится истинное значение Н. Этот рисунок позво- 
ляет пайти доверительные интервалы для оценок как ампли-
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тудной, так и фазовой характеристик. Если радиус г окружно- 

сти достаточно мал по сравнению с величиной |Н], то с дове- 
рительной вероятностью около 68% звыполияетея следующая 
система неравенств: 

|#|—r<|A|<]Al+,, 
(11.59) 

p—Ap< go <o+tdg, 
а 95%$-ные доверительные интервалы определяются как 

[1-27 < [Н|<|Й|-- 27, 
(11.60) 

<— 249 <Ф< 9-24. 
Все величины, входящие в эти соотношения, являются функ- 
циями частоты. Заметим, что, согласно формуле (11.58), 

ГА == = |9 | (1 =еЯ |), 
(14.63) 

pt Ag=p el [AI]. 
B dopmynax (11.59)—(11.61) ошибка Аф»,(Г) оценок фазовой 
характеристики ‘измеряется в радианах, и для перехода к гра- 
дусам нужно иметь в виду, что 0,1] рад=5,7°. В соответствии с 
формулами (11.55) и (11.58} имеем 

- 1— yyy (f)!2 лет. (11.69) 
x [Vey | V 2nd 

Это соотношение задает среднеквадратичное отклонение оцен- 

ки Ф. В табл. 11.7 приведены значения Аф»х,(?) при различных 
значениях функции когерентности %2,,({) для случая па=50. 

Габлица 11.7 

  

Среднеквадратичное отклонение Аф.,(Ё) оценки Pxy (f) (в радианах) 
при ла=50 
  

У? и (|) | 0,20 0,30 | 0,40 0,50 0,60 0,70 | 0,80 
  os 

Agzy(f) | 0,200 0,153 | 0, 122 0,100 0,082 0,065 | 0,050           
11.3.4. Оценки амплитудной характеристики по спектрам 

Если вместо оценки амплитудной характеристики по форму- 
ле (11.24) мы будем оценивать ее квадрат, определяя его в со-
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ответствии с равенством (11.39) отношением спектров, то 

18 „ФР=б,, (би, р. (11.63) 
Оценка (11.63) смещена, поскольку на выходе системы прак- 
тически всегда присутствует некоррелированная помеха 
(рис. 11.3). Смещение может оказаться настолько большим, что 
формулу (11.63) нельзя рекомендовать для практического ис- 
пользования. Исключение составляют только почти идеалькые 
линейные системы, которым соответствуют близкие к единице 
оценки функции когерентности на всех рассматриваемых ча- 
стотах. 

Величнну систематической ошибки можно получить следую- 
щим образом. Согласно формулам (11.37) и (11.39), в первом 
приближении имеем 

E {| Ayy (P) Pal Ни, (О РА, . (11.64) 
Следовательно, систематическая ошибка определяется как 

БИН» A) PIE ИН, A) Pal] Hay 1) PS 

[Hy DP [See | (11.65) 
xy 

и поэтому нормированная систематическая ошибка оценки есть 
a Hy 2 д 

ey) Hey (PP I=L al ~ IVa) (11.66)   

[ху vary (f) 

Корень квадратный из (11.64) дает 

ЕП Я (В == НРА ть ©, (11.67) 
так что смещение оценки | Hy Cf) |а оказывается равным? 

ey {| Hay A) lal = 1 — [у (ОШ, 9. (11.68) 
Габлица [1.8 

Нормированная систематическая ошибка оценки амплитудной 
характеристики, полученной по оценкам спектров 
  

    

  

  

        

V?xy(f) 0,50 | 0,60 0,70 0,80 0,90 0,95 

ep[ | Hay(f) | 20] 1,00 | 0,67 0,43 0.25 0,111 0,053 
| | _ 

en [|Hxy(f) lel 0,41 | 0,29 0,20 0,12 0,054 | 0,026       
  

1) Sta формула следует из предыдущей и определения систематической 
ошибки [формула (2.36)]. — Прим. лерев.
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Если же оценка амплитудной характеристики находится через 
взаимную спектральную плотность в соответствии с формулой 
{43.38), то систематические ошибки, определяемые формулами 
(11.66) и (11.68), равны нулю. Заметим, что приведенные здесь 

ощибки неотрицательны при всех значениях \2,, (7), которые в 
свою очередь определяются формулой (11.41). Значения систе- 
матической ошибки даны в табл. 11.8 для различных значений 

ух, (}). Таблица служит полезным руководством для количест- 
венного оценивания смещения, свойственного оценке амплитуд- 
ной характеристики, определенной через отношение спектраль- 
ных плотностей. Очевидно, что этот метод вообще не подходит, 

когда \2х, (7) < 0,50, и им можно пользоваться почти без огово- 
рок при y*xy(f) 0,80. Нормированная систематическая ошибка 
превышает нормированную случайную ошибку оценки ампли- 
тудной характеристики (см. ниже). 

Приближенные, но практически приемлемые формулы для 
случайной ошибки оценок амплитудной характеристики и ее 
квадрата можно получить по апалогии с выводом формул 
(11.55) и (11.57), приведенным в работе [11.2]. Эти формулы 
имеют вид 

  

  

р _ ИП — xy (ОГ 
el | H,, (A = yxy (A V 2nq ’ (11.69) 

H , 2 cw V2 О 72 ху (РГ? | 1.79 

и отличаются от предыдущих тем, что в них величина |у.,({)] 
заменена на у?х,({). Соотношения между величинами y*x,(f) H 
па, которые должны быть выполнены, если мы хотим получить 
оценку амплитудной характеристики по формуле (11.69) со слу- 
чайной ошибкой = [|Нхи(]) |«| =0,10, приведены в табл. 11.9. Из 
сравнения с данными табл. 11.6 видно, насколько возрастают 
требования к числу усреднений па. 

Таблица 11.9 

Значения \?2.,(Г) и па, при которых Их» (Г) [«]=0,10 
  

\?хи([) 0,20 0,30 0,40 0,50 0,60 0,70 0,80 

  

па 1000 390 187 100 56 31 16               
  

Формулы (11.55) и (11.69) позволяют сопоставить случай- 
ные ошибки оценок амплитудной характеристики |Нуу({) |, по-
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лучепных с использованием взаимной спектральной плотности 

и спектров. Легко видеть, что независимо от величины Из 

=[[ Я» (В == Ни, (ВП, (В |. (11.71) 
Это соотношение еще раз демонстрирует преимущество метода, 
оспованного на использовании взаимной спектральной плотно- 
сти, так как ему соответствует случайная ошибка, меньшая в 
1] ух,(Р| раз. Отношения случайных ошибок этих двух оце- 
нок, полученные по формуле (11.71) при различных значениях 
2х, ({), приведены в табл. 11.10. 

Таблица 11.10 

Отношение случайных ошибок оценок амплитудной характеристики, 
полученных по спектрам и с использованием взанмной спектральной 

  

    

  

  
  

ПЛОТНОСТИ 

V2 xy(f/) 0,20 0,30 0,40 0,50 0, 60 0,70 0,80 

ПН (091 | 904 | 1,83 | 1,58 | 1,44 | 129 | 1,20 | 1,12 
&[|Н (Г) |]   
11.4. Линейная система со многими входами 

Рассмотрим общий случай системы со многими входными 
процессами и одним процессом на выходе (см. рис. 8.1 или 
10.5).’Все реализации должны измеряться одновременно и в 
одном масштабе времени. Как показано в разд. 10.1, прежде 
всего нужно заменить исходную модель моделью с условными 

процессами на входе. Сглаженные оценки С;;(Г) спектральных 
и взаимпых спектральных плотностей вычисляются по исход- 
ным реализациям, каждая из которых разбивается на па непе- 
рекрывающихся отрезков. Все другие характеристики вычисля- 
ются по формулам, приведенным в разд. 10.3. При последова- 
тельном вычислении характеристик условных процессов величи- 
на па уменьшается на единицу на каждом шаге. При вычисле- 
нии оценки функции множественной когерентности для системы 
с й входами число усреднений равно не па, а Ng—4@. 

11.4.1. Оценки функции множественной когерентности 

Случайная ошибка оценки функции множественной коге- 
рентиости для системы с 4 входными процессами задается 
формулой 

V2 E — 1х (f)| 
& [1-х (1) = Е A na 4 .   (11.72)



298 Глава ПШ 
  

При замене у?,.х (Г) на yxy(f) H Ma—q на па это выражение 
совпадает с формулой (11.47), задающей случайную ошибку 
для оценки функции обычной когерентности. 

Оценка множественного когерентного спектра выходного 
процесса имеет вид 

Gu.x (Y= Pace A) Gyy (Ps (11.73) 
а ее случайная ошибка есть 

x 2 — 42 nx ( Ife 
@ [Gy-x (f)] [ Ти: 7] 

Vinx OD) Vira * 
это выражение отличается от формулы (11.48) тем, что у?» (Г) 
заменена на ^)2,.„ (Г), а Иа — на па— в. 

Приближенные формулы для ошибок, свойственных оценкам 
общего уровня энергии в случае многомерной системы, анало- 
гичны соотношениям (11.49) — (11.54), относящимся к системе 
с одним процессом на входе и одним процессом на выходе. 
Для их получения достаточно заменить Иа на Па—9, у?»,(Г) на 
\?и:х (Г) и иметь в виду, что в случае многомерной системы 
спектр С..(Г) обусловлен всеми 4 входными процессами. 

  (11.74) 

11.4.2. Оценка функции частной когерентности 

Для упрощения обозначений опустим зависимость всех 
функций от частоты }. Систему, изображенную на рис. 10.6, 
можно разбить на последовательность условных одномерных 

  

  

  

  
  

      

  

  

      

  

  

буу-1 

— | , № _ Cn бы 
Иубуу 

Cyy-2! 

Cze-4 Loy 5H) > бут 
Pay & 

Cyy.3! 

633-2! > 1 2 ° — =) > Cyy.2 
Viy-2: Cyy-2! 

Су. 

Gii-ce-sy¢ [у * my —— би:       2 
Ру. е-1 уу 

Рис. 11.8. Одномерные модели с условными входными процессами.
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систем, спектральные характеристики которых показаны на 
рис. 11.8 (для односторонних спектральных плотностей). Каж- 
дая последующая система является прямым обобщением преды- 
дущей, н связь со спектральными характеристиками предыду- 
щей системы очевидна. Условпые спектральные плотности вы: 
числяются по простым рекуррентным формулам”, причем на 
каждом шаге число усреднений Иа уменылается на единицу. 

Случайная ошибка оценки функции частной когерентности 
задается формулой 

V2 | а 

| Viy-(t-4)] | Virat+ Tt" 

  Е [1.11 = —1,2,....4. (11.75) 

В частности, 

—_ У? — Pr yl 
  

  

Гу = |171 И ла 

x УП — Proy-1] 
‚ 2 — > 5З—додо—одододоОо— 11.76 

ely 2y-t | Poy | W Md — 1 ' } 

e [y? ] = У — зу 

Формулы для оценок частного когерентного спектра полу- 
чаются по аналогии с соотношением (11.48), соответствующим 
системе с одним входным процессом. Они задают нормирован- 
ную случайную ошибку для оценки множественного когерент- 
ного спектра в системах с идеальными частотными характери- 
стиками ДГ: 1=1 2, .., 9, на’ выходе которых пет помех 
(рис. 11.8). Оценки частных когерентных спектров находятся 
в виде . ap ВА — 5 . 

Giysi.¢2-4)) =| Liy | С; 1. (1-11 = YP нуу ОЕ (11.77) 

а соответствующие случайные ошибки равны 

  

д Q—y2 ple 
€ [Gy:4.¢¢-1),] = у в (1 1.78) 

|на Ум —1 
В частности, Y 

A 7 [УШИ 
Gy ag 

А [2 — pPay.s) #2 e[G,-5.4]—= Le 11.79 
! ye 9 | У2и-1 | V ng—1 ( 

1 

[2 — 7 зу.21 Ie 

| Yay Иа —2 

См. разд. 10.3.2. — Прим. перев. 

  

  €[Gy:3.2)] = 

20*
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Сводка формул, соответствующих соотношениям (11.76) и 
(11.79), дана в табл. 9.2, где неизвестные истиниые значепия 
функций когерептпостей заменены их оценками. 

11.4.3. Оценки амплитудной и фазовой характеристик 

Случайная ошибка оценки амплитудной характеристики за- 
дается формулой 

112. |1= ПР ро, а (11.80) 
С [Vaya У? а Г 4) 
  

В частности, 

Г 1—2, 
= [ | L | — TO 

| м | [у [Г 274 

г ПА 
2[ | Га, | |= И, (11.81) 
(Poy | | Poy-11 V2 (na — 1) 

2 

[ Е — 7" зи.21] fa 

| Yayo.) V 2 (a 2) 

  

=[| Гл» |=   

При {=9 имеем = [|Ё4у|| == [[Наь[]. 
Если ошибка =[|[.:,|| достаточно мала, то при любом зна- 

чении 1—1, 2, ..., 9 можно принять 

Аве. о (11.82) 
Этот результат аналогичен формуле (11.58); как видно, при 

малой величине ошибки =[]Г.:,|] ошибка Аф;, оценки фазовой 
характеристики (iy также мала. 

11.4.4. Формулы для систем с некоррелированными 
входами 

Рассмотрим теперь некоторые частные модели и формулы, 
относящиеся к многомерным системам с некоррелированными 
входными процессами и аддитивной помехой на выходе. Для 
упрощения обозначений зависимость от частоты опущена. Нач- 
нем с показанной на рис. 11.9 системы с двумя входными про- 
цессами. Если рассматривать только вход А! или Х>, то этой 
системе соответствуют две одномерные модели, показанные на 
рис. 11.10. Эти две модели нельзя рассматривать одновременно, 
поскольку каждой из них соответствует весь выходной про- 
цесс У. Если рассматривать в качестве одномерной модель с 
входным процессом Х., то второй одномерной моделью, имею-
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щей па входе процесс Хо, должпа быть система, показанная на 
рис. 11.11. Таким образом, исходная модель с двумя входпыми 
процессами (рис. 11.9) эквивалентна двум одномерным моде- 
лям, изображенным на рис. 11.12, причем порядок входных про- 

у, М   

      

  

Рис. 11.9. Модель с двумя некоррелированными входными процессами и од- 
иим процессом на выходе. 

72+ М 

  

      

Y, +N 

  
2 

Рис. 11.10. Варианты одпомерных моделей. 

№ 

те *А-У Я 

  

Рис. 11.11. Частный случай одномерной модели. 

цессов А: и Х. может быть произвольным и его следует выби- 
рать из физических соображений”. 

Модель с тремя нскоррелированными входными процессами 
и одним процессом на выходе изображена на рис. 11.13. Эта 
система эквивалеитна трем одномерным моделям с произволь- 
ным порядком нумерации входных процессов (рис. 11.14), ко- 
торый опять следует выбирать исходя из физических сообра- 
жений. Такую операцию представления системы одномерными 
моделями можно осуществлять для систем с любым числом 
входных процессов. Приводимые ниже формулы относятся к 
случаю модели с тремя входными процессами и одним процес- 
сом на выходе (рис. 11.13). Опи остаются справедливыми и для 

  

о См. разд. 10.1. — Прим. перев.
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| ем 

и 1 1 YY — У 

N 

  

2 

Рис. 11.12. Эквивалентное представление модели, показанной на рис. 11.9. 

  

  

  

  

  

  

        

У, N 
x, = Н, 

хо H, + HE » Y 
У? 

хо; 
Уз 

Рис. 11.13. Модель с тремя некоррелированными входными процессами и 
одним процессом на выходе. 

у. + Y; +N 

  

      

Y3 +N 

    

xX С > 

У у, +; +М=У-У, 

  

  
и м, x 

Y; Y,+N=Y-¥,-¥,     

Рис. 11.14. Эквивалеитное представление модели, показанной на рнс. 11.13. 

модели с двумя процессами на входе, следует лишь положить 
один из входных процессов (например, Хз) равным нулю. Соот- 
ветствующие формулы для системы с произвольным числом 
входов легко получить, рассуждая по аналогии с рассматривае- 
мым случаем.
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Для системы с тремя некоррелированными процессами Ху, 
Ао, Аз на входе, одним выходным процессом У и аддитивной 
помехой М№ на выходе имеем 

Y=Y,-LY,-LY,--LN, (11.83) 

где процессы У;, У, Уз и М не коррелированы друг с другом. 
Рассматриваемая система описывается формулами 

У =Н.Х,, A, = Gy, /Gy4, Py=| Gy, [ОО и» 

У. =Н.А,, Н.= ОО Poy =! Gay >С» 
_ __ 2 2 У. = Н?зА., Нз= Озу/Озз, у зи == | зи | (С ззС у 

а спектральные плотности имеют вид 

(= Gy yt Gyeye Син Оп , (1 1 .85) 

Оби = | A, [? О = У” Су» 

Са == | Но Go2= Vay у yy’ 

— 2 —— 492 
Gy 43= | Нз| (зз=7 зиСуу. 

Для описания системы из трех одномерных моделей, показанной 
на рис. 11.13, нужно знать следующие спектральные плотности: 

(11.84) 

(11,86) 

Ор Gy yg Е Gin (1 ~~ Y" sy) Gry — Gy Ay (1 ] 87) 

биз би= (1—8, —*,) Gyy = Gyy 2p (11.88) 

Gan== (1 У, — Уи) Слу==Оуу.зь (11.89) 
где 

Су -1— Gyy— Gy up 

Gy .24= Gyy— Оби — Guyer (11.90) 

Gyy 35 — Gyy— О — Си — Оузиз" 

Поскольку Хи, Хо и Хз не коррелированы друг с другом, имеем 

Gop. i Gop» G53.0) — Озз, 

  
  

(11.91) 

Оу 4= у, Озу == зу. 

Кроме того, 

2 | Goy-a |? — Voy 11.92) 

Узи Goo-4Gyy-1 L— PY yy ’ ( 

ye, [ба Pa (11.93) 
3Yy +21 33.21 Gy 21 1 — V7 1y — Poy 

Пользуясь соотношениями, приведенными ранее в этом раз- 

деле, нетрудно записать формулы для случайных ошибок оце- 

нок характеристик трех изображенных на рис. 11.14 одномер-
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ных моделей, которые эквивалентны исходной модели с тремя 
некоррелированными входными процессами (рис. 11.13). Эти 
формулы имеют вид 

  

    

А (2 — yy)? 
2[G р РН, 11.94 

Ги [ау | Ула ) 
я 2—1.) Р-Р — Pay? 

& G, 1 |= В — —— 11.95 

из | Poy | Ипа—1 | ау | У —1 ) 

А (2—1) 2 — Уи — у) у 6. 1= y-2) РТ (11.96 
el vais! | Узу- | Ипа—2 | 7зу [ИУла— 2 ) 

г (1 — ли) 1? 
[| ЯН — =—_—— 1 1.97 

И Hl lvay | V 2na ( 

(1 — yay)! 

ИРИ | Уху[ У 214 } 

р (1 — p?,y)"/2 
& H —Ж—— о, 1 1 ‚99 

Г sf] | Узи | У 27а ) 
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